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Re´sume´
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` l’aspect spatial et a` la mode´li–sation
en e´pide´miologie a` partir des mode`les classiques de Ross et Mckendrick, ainsi que
des conditions menant a` la stabilite´ des syste`mes que nous pre´sentons.
Dans un premier temps, nous examinons les effets de l’indice de diffe´rence nor-
malise´e de ve´ge´tation (NDVI) dans un mode`le de contamination du paludisme a`
Bankoumana, un gros village du Mali. A partir du syste`me diffe´rentiel obtenu, nous
trouvons le taux de reproduction de base et de´duisons deux points d’e´quilibre, dont
un point d’e´quilibre sans maladie et un point d’e´quilibre ende´mique.
Par la suite, nous construisons un mode`le ayant des e´quations a` retard, dans lequel
est e´galement incorpore´ le NDVI. Le taux de reproduction de base, ainsi que les
deux points d’e´quilibre qui de´coulent de notre syste`me sont fonction des retards
introduits. Nous montrons que la stabilite´ de nos points d’e´quilibre est, non seule-
ment fonction du taux de reproduction de base, mais qu’elle est aussi e´troitement
lie´e aux retards introduits.
Dans une autre optique, nous fractionnons la re´gion d’e´tude en zones, dans les-
quelles nous e´mettons l’hypothe`se que le taux de contagion induit par les individus
d’une zone sur les individus de la meˆme zone, ainsi que celui induit par les indivi-
dus d’une zone sur ceux d’une autre zone, peuvent eˆtre diffe´rents. Nous obtenons
ainsi un syste`me qui nous permet de de´terminer les points d’e´quilibre, ainsi que les
conditions qui nous permettent d’obtenir la stabilite´ au sens de Lyapunov. Puis,
nous perturbons l’unique point d’e´quilibre ende´mique du syste`me pre´ce´dent, en in-
troduisant un bruit gaussien additif. Par suite, les conditions permettant la stabilite´
au sens de Lyapunov, dans le nouveau syste`me obtenu, sont e´galement de´duites .
Dans un cadre similaire, nous e´laborons un mode`le multi-groupes, dans lequel nous
introduisons des coordonne´es spatiales. Les groupes sont forme´s dans une proximite´
de´pendant du rayon d’un cercle, de manie`re ale´atoire. Ici, le taux de contagion est
suppose´ uniforme dans les groupes. Apre`s avoir de´termine´ les points d’e´quilibre,
ainsi que le taux de reproduction de base, nous trouvons les conditions qui assurent
la stabilite´ au sens de Lyapunov, cela dans le cadre ge´ne´ral. A l’ordre 1, c’est-a`-dire,
lorsqu’on suppose que nous n’avons qu’un groupe, les conditions de stabilite´ sont
obtenues par le crite`re de Routh-Hurwitz.
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Summary
In this thesis, our interest lies on the establishment of a spatial epidemio-
logic model and on the conditions leading to the stability of the epidemiologic
systems we present here, from the classical models by Ross and McKendrick.
Firstly, we intend to examine the effects of the Normalized Difference Vege-
tation Index(NDVI) in a model of contamination of malaria in Bankoumana,
a village in Mali. From the system obtained, we will find the basic repro-
duction rate. Then we deduce two points of equilibrium, among which one
point of equilibrium without disease and another one with an endemic. The
latter with the basic reproduction rate varies according to the index (NDVI).
Then, we will build a model having delay equations, containing the NDVI.
The basic reproduction rate and the two points of equilibrium that come
from our system depend upon the delays introduced. We will show that the
stability of the points of equilibrium is not only dependent on the basic re-
production rate, but also closely related to the delays introduced.
In another way, we will divide the region of study in areas where we will
set hypotheses that the rate of contamination provoked by individuals in an
area of study on the others, can be different. It will permit us to obtain a
system in which we will determine the points of equilibrium and the condi-
tions that will lead us to obtain the stability according to Lyapunov. Then,
we will disturb the previous system at the level of its unique endemic point
of equilibrium, with the introduction of an additional Gaussian noise.
The conditions leading to stability according to Lyapunov, on the new sys-
tem obtained, are generally deduced here. In a similar framework, we will
elaborate a multigroups model, in which we will introduce spatial coordi-
nates. The groups are formed according to a closeness depending on the
radius of a circle chosen at random. Here, the rate of contamination is sup-
posed to be uniform in the groups. After having determined the point of
equilibrium and the basic rate of reproduction, we will find the conditions
facilitating Lyapunov stability in a global framework. At order 1, that means
that supposing that supposing we have only one group, the conditions of sta-
bility are obtained according to the Routh-Hurvitz criteria.
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Chapitre 1
Introduction ge´ne´rale
La mode´lisation est un outil essentiel a` la recherche actuelle et est uti-
lise´e dans plusieurs domaines, car elle permet la simplification d’expe´riences
souvent longues et couˆteuses. En effet, un mode`le mathe´matique est une
description mathe´matique d’un phe´nome`ne issu du monde re´el, telle que la
taille d’une population, la vitesse d’un objet qui tombe, la concentration
d’un produit au cours d’une re´action chimique, l’espe´rance de vie d’une per-
sonne depuis sa naissance ....
La construction d’un mode`le vise, tout d’abord, a` comprendre le phe´nome`ne
e´tudie´, et permet de faire des pre´dictions sur son comportement futur.
La figure 1.1, tire´e de Stewart (2011), illustre bien le processus de mode´lisation.
En vue d’une mode´lisation, la premie`re chose a` faire, lorsqu’on est face a`
un phe´nome`ne re´el, est d’identifier, d’e´tiqueter les variables inde´pendantes
et de´pendantes et d’e´mettre des hypothe`ses suffisamment simplificatrices,
afin que le cas devienne traitable mathe´matiquement. La connaissance des
processus qui re´gissent le mode`le et nos connaissances mathe´matiques sont
une aide pre´cieuse, qui nous sert pour l’e´criture des e´quations reliant les
diffe´rentes variables entre elles.
La deuxie`me e´tape, dans la mode´lisation, consiste a` mettre en œuvre nos
connaissances mathe´matiques sur le mode`le, afin d’en tirer des re´sultats
the´oriques. Puis, nous replac¸ons ces re´sultats dans le contexte re´el, pour
en tirer des conclusions qui peuvent prendre la forme d’explications ou de
pre´dictions.
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Figure 1.1 – Sche´ma de´crivant le processus de mode´lisation, d’apre`s Stewart
(2011).
Enfin, l’e´tape finale consiste a` ve´rifier les pre´dictions, en les confrontant a`
de nouvelles donne´es re´elles. Si les pre´dictions ne co¨ıncident pas bien avec
la re´alite´, il convient d’affiner le mode`le ou d’en formuler un autre et de
recommencer le cycle.
Cependant, un mode`le mathe´matique n’est pas une repre´sentation de la
situation re´elle stricto sensu, mais une caricature du phe´nome`ne e´tudie´. Un
bon mode`le est celui qui simplifie suffisamment la re´alite´, pour permettre des
calculs, mais qui, en meˆme temps, est suffisamment proche de cette re´alite´,
pour fournir des conclusions valables et utiles.
Un bon mode`le mathe´matique est donc la traduction de la re´alite´ a` l’aide
d’e´quations ou de syste`mes diffe´rentiels ou discrets.
On appelle e´quation diffe´rentielle d’ordre n, toute relation de la forme :
F (x, y(x), y′(x), ..., y(n)(x)) = 0,
ou` F est une fonction continue sur un ouvert U de R × En, appele´ do-
maine de F, ou` E est un espace vectoriel de dimension finie. Lorsque F
ne de´pend de x qu’a` travers les variables y(x), y′(x), ..., y(n)(x), on parle d’
e´quations diffe´rentielles ordinaires (EDO). Lorsque l’inconnue y de´pend de
plusieurs variables, comme par exemple x et t, et qu’il y a plusieurs de´rive´es
partielles, du type ∂y/∂t et ∂y/∂x, dans l’e´quation, on parle d’e´quation
aux de´rive´es partielles (EDP). Re´soudre une e´quation diffe´rentielle revient
a` trouver toutes les solutions qui ve´rifient l’e´quation.
Exemple :
y
′
= xy
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Lorsque le mode`le est constitue´ de plusieurs e´quations diffe´rentielles relie´es
entre elles, on parle alors de syste`me diffe´rentiel.
Apre`s le processus de mode´lisation, on proce`de a` la re´solution du syste`me
obtenu. Ici, la premie`re e´tape consiste a` rechercher les points d’e´quilibre
ou points fixes du syste`me. Une fois ces points obtenus, on s’interroge sur
la stabilite´ de ces derniers, en cherchant des conditions ne´cessaires et suffi-
santes a` l’obtention de cette stabilite´, ce qui exige l’e´tude du comportement
du syste`me autour de ces points. Pour ce faire, plusieurs the´ore`mes existent
et nous permettent de re´soudre cette proble´matique.
Selon le genre d’e´quations diffe´rentielles utilise´es pour la mode´lisation, nous
aurons diffe´rents types de mode`les.
On appelle mode`le empirique, un mode`le e´labore´ uniquement a` partir de
donne´es re´colte´es, dans le cas ou` aucune loi physique ou aucun principe
n’aide a` la construction du mode`le que l’on souhaite baˆtir. La me´thode
consiste alors a` tracer des courbes a` partir des donne´es, l’allure des courbes
ainsi obtenues pouvant sugge´rer, dans certains cas, une fonction alge´brique
reliant les donne´es.
Un syste`me dynamique est un syste`me physique qui e´volue dans le temps
ou par rapport a` une autre variable. On peut diffe´rencier deux sortes de
syste`mes dynamiques : les syste`mes stochastiques et les syste`mes de´terministes
(stationnaires, oscillants ou chaotiques). Les syste`mes stochastiques e´voluent,
comme leur nom l’indique, de manie`re ale´atoire, dans l’espace et le temps.
Les syste`mes de´terministes sont des syste`mes re´gis par des lois mathe´matiques
bien connues, dont on peut pre´voir exactement l’e´volution au cours du
temps. Leur comportement asymptotique peut eˆtre stationnaire, oscillant
(pe´riodique) ou chaotique, c’est-a`-dire tre`s de´pendant des conditions ini-
tiales. Les premiers syste`mes pre´-cite´s ont e´te´ abondamment utilise´s en
e´pide´miologie, science qui e´tudie les facteurs influant sur la sante´ et les
risques de maladies au sein de populations humaines. Le type de mode`les
issus de cette science a souvent e´te´ adapte´ a` d’autres domaines, tels que
l’e´cologie, la zoologie ou l’agriculture pour ne citer que ceux-ci.
L’objectif de ce travail est l’e´tude des aspects spatiaux, dans la mode´lisation
et la conception d’un mode`le les prenant en compte et permettant ainsi de
coller au plus pre`s de la re´alite´, sans en eˆtre pour autant une reproduction
exacte.
La pre´sentation des travaux re´alise´s au cours de cette the`se est organise´e
de la manie`re suivante :
Dans le deuxie`me chapitre, nous pre´sentons un e´tat de l’art du travail qui
a e´te´ produit, de`s la naissance de l’e´pide´miologie. Pour ce faire, nous com-
menc¸ons par pre´senter les tout premiers mode`les, qui sont maintenant des
re´fe´rences, non seulement dans le domaine de l’e´pide´miologie, mais e´galement
dans le domaine de la mode´lisation de manie`re ge´ne´rale, sans pour autant
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omettre de de´finir le taux de reproduction de base. Dans la seconde partie,
on introduit les mode`les compartimentaux, en de´finissant les compartiments
usuels que l’on rencontre re´gulie`rement dans la litte´rature, puis en pre´sentant
quelques mode`les qui en de´coulent. Puisque la conception d’un mode`le
e´pide´miologique peut aussi de´pendre de la manie`re dont la maladie en ques-
tion se transmet, nous donnons les principaux modes de contamination.
Apre`s les mode`les compartimentaux simples, nous pre´sentons les mode`les
compartimentaux multigroupes, qui permettent de diviser l’espace e´tudie´
en un nombre donne´ de groupes, et, dans chacun des groupes, de de´finir
un mode`le compartimental, dont la population peut interagir avec celles de
plusieurs autres groupes. Les mode`les de re´action-diffusion, pre´ce´de´s d’une
de´finition de l’homoge´ne´ite´ et de l’he´te´roge´ne´ite´, nous permettent de prendre
en compte l’he´te´roge´ne´ite´, ce qui fait l’objet de notre troisie`me partie. Dans
la quatrie`me partie, on de´finit les mode`les stochastiques. Ce sont des mode`les
qui nous permettent de prendre en compte le fait que telle personne, prise
au hasard, soit contamine´e.
Apre`s la pre´sentation des mode`les e´pide´miologiques, nous exposons deux
me´thodes qui permettent de de´terminer la stabilite´ des syste`mes diffe´rentiels.
Enfin, nous e´voquons la notion de retard, dans la mode´lisation.
Dans le troisie`me chapitre, nous pre´sentons des versions revisite´es des mode`les
e´pide´miologiques classiques de Ross et McKendrick. Ce sont des mode`les
dans lesquels on a incorpore´ des parame`tres provenant de la de´mographie,
tels que la fe´condite´ (cf. Leslie (1945), Usher (1969) ), et la mortalite´ (cf.
Teng et al. (2008) ; Yoshida et Hara (2007), Thieme et van den Driessche
(1999)), a` la fois dans les populations hoˆtes et vectrices. Dans certains cas, ce
sont des parame`tres de diffusion (cf. Huang et al. (2003), Kim et al. (2010),
Rahmandad et Sterman (2008), Sasaki (2004)), qui sont incorpore´s dans les
mode`les, dans le but de faire de meilleures pre´visions. Ces approches sont
oppose´es a` l’approche classique, qui consiste a` supposer que la population
reste constante au cours du temps, (cf. Bernoulli (1760), Ross (1911, 1916 et
1917), McKendrick (1927), Mcdonald (1933)), ce qui est en ge´ne´ral faux, a
fortiori durant la pe´riode e´pide´mique. Cependant, les pande´mies observe´es
pre´sentement (crise de la vache folle (1985-2004), Syndromes Respiratoires
Aigus Se´ve`res (SRAS, Novembre 2002 a` Mars 2003), grippe A H1N (2009-
Aouˆt 2012)) montrent la rapidite´ de leur propagation dans l’espace au cours
des anne´es - favorise´e par les moyens de transport de plus en plus rapides - ce
qui impose de prendre en compte les changements de´mographiques des po-
pulations hoˆtes, autant que des populations vectrices, ainsi que la migration
temporaire ou permanente et la diffusion des hoˆtes (susceptibles ou infecte´s),
autant que des vecteurs. Deux exemples sont pre´sente´s : l’un concernant la
malaria au Mali, l’autre pre´sentant la peste au moyen-aˆge.
Dans le quatrie`me chapitre, une bre`ve pre´sentation de certains mode`les his-
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toriques est donne´e, en commenc¸ant par les mode`les classiques de Ross et
McKendrick. Nous pre´sentons par la suite deux mode`les de´mographiques qui
furent des innovations en leur temps : celui de Leslie (1945) et celui de Usher
(1969). Apre`s une introduction a` la dynamique spatiale, nous pre´sentons
aussi un mode`le qui de´crit la dynamique du paludisme, qui est une maladie
infectieuse, la plus commune dans le monde. C’est un mode`le hoˆte-vecteur,
c’est-a`-dire un mode`le combinant a` la fois un mode`le SEIR 1 chez l’hoˆte
et un mode`le SEI chez le vecteur, en supposant qu’il y a une contamina-
tion du susceptible-vecteur par l’infectieux-hoˆte et une contamination du
susceptible-hoˆte par l’infectieux-vecteur. Dans ce mode`le, nous introduisons
un retard, a` la fois chez l’hoˆte et chez le vecteur. Apre`s avoir trouve´ les
points d’e´quilibre et le taux de reproduction de base de notre syste`me dy-
namique, nous donnons les conditions qui permettent d’avoir la stabilite´ en
fonction des retards introduits, en utilisant le crite`re de Routh-Hurwitz, afin
de pouvoir de´montrer toute l’importance de ces parame`tres retards.
Il faut dire que la mode´lisation des maladies contagieuses doit inclure une
connaissance tre`s pousse´e sur les contacts entre les hoˆtes et les agents pa-
thoge`nes, et aussi pre´cise que possible ; par exemple, en inte´grant, dans le
mode`le, de l’information sur les re´seaux sociaux a` travers lesquels la ma-
ladie se propage. La partie inconnue concernant le me´canisme de contact
peut eˆtre mode´lise´e en utilisant une approche stochastique. Pour ce faire,
nous revisitons les mode`les SIR, dans notre quatrie`me chapitre, en intro-
duisant tout d’abord une version stochastique microscopique des contacts
entre individus de diffe´rentes populations (a` savoir sensibles, infectieuses et
gue´ries). Apre`s avoir trouve´ les points d’e´quilibre du mode`le multigroupes
de´terministe SIGR, nous avons trouve´ une fonction de Lyapunov qui nous a
permis de trouver les conditions qui conduisent a` la stabilite´ au sens de Lya-
punov. Ensuite, nous ajoutons une perturbation stochastique gaussienne, au
voisinage du point d’e´quilibre ende´mique. Les conditions de stabilite´, dans
le cadre stochastique, sont aussi donne´es dans le sens de Lyapunov. Cette
mode´lisation peut aussi se faire en introduisant la de´finition des diffe´rents
types de re´seaux sociaux ale´atoires. Nous proposons, comme exemple d’ap-
plication aux maladies contagieuses, la lutte contre le VIH, et nous montrons
que la micro-simulation de type IBM (mode´lisation centre´e sur l’individu :
Individual Based Modelling) peut reproduire l’incidence stable actuelle de
l’e´pide´mie de VIH dans une population de VIH-positifs MSM (hommes ayant
des rapports avec d’autres hommes).
Dans le sixie`me chapitre, nous introduisons des coordonne´es spatiales dans
un mode`le multi-groupes SEIR. Apre`s simplification par passage aux co-
ordonne´es polaires, nous obtenons un mode`le multi-groupes, avec une dif-
1. Une de´finition des mode`les cite´s ici peut eˆtre trouve´e au chapitre 2
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fusion spatiale des vecteurs infecte´s vers les localisations des hoˆtes suscep-
tibles. La fonction d’incidence est donc de la forme de l’e´quation de Poisson
(a∆u + f = 0), contrairement aux mode`les de re´action-diffusion classiques
(cf. Allen et al. (2003), O’dor (2003), McGough et Riley (2005), Peng (2009a)
et Peng et Liu (2009b), Wang et Zhang (2011)). Nous de´terminons les points
d’e´quilibre du syste`me ge´ne´ral ainsi pre´alablement de´fini, puis nous trou-
vons le taux de reproduction de base, et nous line´arisons le syste`me autour
de son point d’e´quilibre ende´mique. Nous faisons alors une e´tude des cas
ende´miques et e´pide´miques du mode`le. Pour commencer, nous e´tudions la
stabilite´ du syste`me, dans le cas d’un mode`le SEIR, et nous trouvons des
conditions de stabilite´ a` l’aide du crite`re de Routh-Hurwitz. Pour n groupes,
nous trouvons une fonction de Lyapunov ade´quate, et nous donnons les
conditions de stabilite´, puis de stabilite´ asymptotique.
Dans la dernie`re partie, nous dressons le bilan de nos recherches dans la
conclusion et nous de´crivons une se´rie de perspectives sur lesquelles peut
de´boucher ce travail.
Soit une variable ale´atoire X suivant une loi normale (m,σ). On dispose
d’un e´chantillon inde´pendant X1, ..., Xn de variables ale´atoires de taille n.
On conside`re la statistique suivante : S∗2 = 1
n−1
∑n
i=1(Xi −X)
2
1. Calculer E(S∗2) et V (S∗2).
2. k e´tant une constante positive, on conside`re les estimateurs T (k) de
σ2, de la forme T (k) = kS∗2.
Calculer R(k) = E(Tk − σ
2)2.
3. De´terminer la valeur k∗ de k qui minimise R(k).
Calculer alors R(k∗). Que peut-on dire de T (k∗) ?
21
Chapitre 2
Etat de l’art
2.1 Les premiers mode`les
2.1.1 Mode`les de Bernoulli et Hamer
La naissance de l’e´pide´miologie est attribue´e a` Daniel Bernoulli, qui
pre´senta en 1760 un mode`le, dont le principal objectif e´tait de savoir si la
variolisation (l’inoculation du pus d’une personne atteinte de variole) e´tait
plus avantageuse ou plus risque´e pour les personnes ayant contracte´ cette
maladie. Ses hypothe`ses e´taient simplistes : e´quiprobabilite´ d’eˆtre infecte´
par la petite ve´role, pour toute personne ne l’ayant jamais eue, sans distinc-
tion d’aˆge ni de sexe. Il conside´ra e´galement que le risque de mortalite´ duˆ a`
une cause autre que la petite ve´role e´tait e´gal au risque de mortalite´ duˆ a`
la maladie, c’est-a`-dire 1/7. Il avait retenu l’hypothe`se que le risque annuel
d’avoir la petite ve´role pour toute personne expose´e a` la maladie e´tait de
1/8.
En de´pit des faibles moyens de calcul disponibles a` cette e´poque, Bernoulli
de´montra que la variolisation permettait d’augmenter l’espe´rance de vie des
individus expose´s au risque de maladie. Il de´termina la population la plus
sensible, expose´e a` cette maladie, et estima explicitement le taux de mor-
talite´ induit par celle-ci. Des de´tails supple´mentaires sur ce mode`le peuvent
eˆtre trouve´s dans Bernoulli (1760), Zeeman (1993), Dietz et Heesterbeek
(2000) et Sabatier et al. (2005). En 2002, Dietz et Heesterbeek comparent
l’approche de Bernoulli a` la me´thode alternative de d’Alembert pour faire
face a` des risques, qui sont e´galement applicables aux maladies non infec-
tieuses. Dans cet article, l’inverse de la pre´valence ende´mique des sujets
sensibles est e´gal au taux de reproduction de base d’une maladie infectieuse
pour les populations homoge`nes. Ils ont utilise´ le mode`le de Bernoulli pour
calculer l’espe´rance de vie a` la naissance des individus non-vaccine´s et de la
population totale, en fonction de la couverture vaccinale.
Le second mode`le e´pide´miologique fut propose´ par Hamer (1906), presque
150 ans apre`s celui de Bernoulli. En e´mettant l’hypothe`se que, dans le cas
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d’une maladie infectieuse, le nombre de nouveaux cas de´pendait explici-
tement du nombre de cas existants et du nombre de susceptibles dans la
population, il appliqua la loi d’action de masse. La loi d’action de masse est
une loi qui permet, en chimie, de caracte´riser la cine´tique d’une re´action. Son
principe est que la vitesse d’une re´action est proportionnelle aux concentra-
tions de chacune des substances re´actantes.
2.1.2 Mode`le de Ross
Quelques anne´es plus tard, Sir Ronald Ross, apre`s sa de´couverte du vec-
teur de la malaria qu’est le plasmodium - le parasite lui ayant e´te´ de´couvert
par Laveran(1880) - en 1897, et de l’influence des conditions climatiques
et ge´ographiques dans l’expansion de cette maladie infectieuse, proposa un
mode`le mathe´matique pour cette infection, dont le but e´tait de de´montrer
que la re´duction de la population anophe´lienne e´tait un moyen de pre´venir le
paludisme. En 1911, Ross, dans Prevention of Malaria affirme que l’e´radication
du paludisme est possible dans une zone, a` condition de faire baisser la den-
site´ des moustiques dans ladite zone. Il subdivise la population totale d’hoˆtes
que sont les humains et de vecteurs que sont les moustiques en deux com-
partiments : les individus sains, mais sensibles ou susceptibles, c’est-a`-dire
pouvant eˆtre contamine´es par la maladie et les individus ayant la mala-
ria et pouvant ainsi la transmettre. Une fois contamine´s, les hoˆtes sensibles
deviennent imme´diatement contaminants, et capables de transmettre la ma-
ladie et, une fois gue´ris, ils redeviennent sensibles et donc peuvent a` nouveau
contracter la malaria, l’hypothe`se d’immunite´ n’e´tant pas prise en compte,
alors que les vecteurs sensibles, une fois contamine´s, meurent avec un taux
µ. Dans la mesure ou` l’on travaille en population constante, que ce soit chez
les hoˆtes comme chez les vecteurs, les e´quations des deux syste`mes peuvent
se re´duire a` une seule, dans chaque cas. Ce mode`le, pouvant se sche´matiser
comme sur la Figure 2.1, se traduit par le syste`me d’e´quations suivant :
dI1(t)
dt
= b2aI2(t)/NH(NH − I1(t))− rI1(t)
dI2(t)
dt
= b1aI1(t)/NH(Nv − I2(t))− µI1(t)
ou` NH (resp. Nv) repre´sente la population humaine totale (resp. la popula-
tion vectorielle totale), I1 (resp. I2) les Hoˆtes-Humains-Infecte´s (resp. Hoˆtes-
Vecteurs-Infecte´s) (cf. Ross, 1911, 1916 et 1917). Ici, a (resp. b1, b2, r et µ)
est le nombre moyen de piquˆres sur les humains par unite´ de temps (resp. la
probabilite´ qu’une piquˆre conduise a` une infection vectorielle, la probabilite´
qu’une piquˆre me`ne a` une infection humaine, la vitesse de gue´rison et le
taux de mortalite´ vectorielle).
Ces diffe´rents parame`tres permettent le calcul du nombre de piquˆres de
moustiques efficaces, pour aboutir a` une infection humaine (b2atI2(t)/NH),
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Figure 2.1 – Sche´ma du mode`le de Ross
et au calcul du nombre de piquˆres de moustique efficaces, c’est-a`-dire condui-
sant a` une infection vectorielle b1aI1/NH , pendant l’intervalle de temps
(t,t+∆t).
En passant aux proportions et en faisant le changement suivant :
x =
I1
NH
y =
I2
Nv
m =
Nv
NH
on obtient le syste`me ci-dessous :
dx
dt
= b2amy(1− x)− rx
dy
dt
= b1ax(1− y)− µy (1)
A partir de (1), on peut calculer deux points d’e´quilibre repre´sentant l’e´quilibre
sans maladie et l’e´quilibre ende´mique, ainsi que le taux de reproduction de
base, c’est-a`-dire le nombre moyen de cas secondaires produits par un indi-
vidu infectieux durant sa pe´riode d’infectiosite´. Si ce nombre est infe´rieur a`
1, alors le point d’e´quilibre sans maladie est stable ; dans le cas contraire, ce
point devient instable et le point d’e´quilibre ende´mique est stable (cf. Rogier
et Sallet, 2004).
Le taux de reproduction de base
Le taux de reproduction de base est ge´ne´ralement de´signe´ par R0. Il est
de´fini comme e´tant le nombre moyen attendu de nouveaux cas d’infection,
engendre´s par un individu infectieux moyen (au cours de sa pe´riode d’infec-
tiosite´), dans une population entie`rement constitue´e de susceptibles, comme
l’ont indique´ Arino et van den Driessche (2003). Ce taux fit son apparition en
1886, de´fini par Bo¨ckh en de´mographie et en e´cologie. On peut d’ailleurs en
savoir plus sur la ge´ne`se et l’histoire de ce taux, en e´pide´miologie, en e´cologie
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et en de´mographie dans Heesterbeek (2002). Il permet de de´terminer la dy-
namique totale d’un mode`le e´pide´miologique et est pris comme un seuil en
dessous duquel l’e´pide´mie s’e´teint et au dela` duquel le nombre de nouveaux
cas augmente, l’e´pide´mie se propage (cf. Li et Jin (2004), Chowell et al.
(2005), Li et al. (2005), Guo et al. (2006)).
En e´pide´miologie, le concept de seuil a e´te´ utilise´ de manie`re e´le´mentaire
dans le the´ore`me du moustique.
Theorem 2.1.1. (The´ore`me du moustique)
1. Whatever the original number of malaria cases in the locality may have
been, the ultimate endemic malaria ratio will tend to settle down to a fixed
figure, dependent on the number of Anophelines and the other factors - that
is, if these factors remains constant all the time.
2. If the number of Anophelines is suffciently high, the ultimate malaria ratio
(m) will become fixed at some figure between 0 and 1 (that is between 0% and
100%). If the number of Anophelines is suffciently low (say below 40% per
person), the ultimate malaria ratio will tend to zero - that is, the 1 disease
will tend to die out. (In this calculation a negative malaria ratio, that is,
one which is less than nothing, must be interpreted as meaning zero).
3. A small change in the constants (e.g. the Anopheline factor) may produce
a great change in the malaria.
La difficulte´ re´side dans la de´termination de cette quantite´. Pour cela,
on peut s’aider des e´crits de Sallet (2010) 1, qui exposent diffe´rentes tech-
niques pour le calcul du R0, suivant la situation dans laquelle on se trouve.
De meˆme, dans Arino et van den Driessche (2003), les auteurs construisent
une technique qui permet de de´terminer aise´ment le taux de reproduction
de base de manie`re ge´ne´rale.
Lorsque l’on a des mode`les compartimentaux multi-groupes, le taux de re-
production se de´duit du rayon spectral de la matrice des transmissions.
De´finition 2.1.2. On appelle rayon spectral d’une matrice A ≥ 0, la valeur
maximale du module des valeurs propres de A
ρ(A) = max
λ∈Sp(A)
|λ|
ou` Sp(A) de´signe le spectre de A ou l’ensemble des valeurs propres de A.
Lorsque l’on a un mode`le multi-groupes, on suppose que la population
est subdivise´e en n groupes dans lesquels la population est homoge`ne. On
de´finit le taux de contact du groupe i sur le groupe j souvent comme e´tant
βij . A partir de ces taux de contact, on de´finit une matrice des contacts qui
est une matrice carre´e n × n. Dans certains de ces mode`les, il peut arriver
que l’on croise deux genres de R0 : un ge´ne´ral, qui concerne toute la zone
1. http ://www.math.univ-metz.fr/∼sallet/Basicepidemio.pdf
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e´tudie´e, et un particulier, qui concerne un groupe particulier (cf. Chowell et
al., 2005).
De´finition 2.1.3. On appelle taux de reproduction de base d’un syste`me
multi-groupes, le rayon spectral de la matrice des contacts de´finie comme
pre´ce´demment.
Ce type de de´finition est utilise´ dans le travail de Lajmanovich et Yorke
(1976), dans lequel les auteurs ont travaille´ sur un mode`le d’expansion de la
gonorrhe´e 2, divisant la population en n groupes. Arino et van den Driessche
(2003) ont conc¸u un mode`le compartimental SEIR dans chaque ville. Un
graphe oriente´, dont les sommets repre´sentent les villes et les arcs, de´termine´s
par les entrants et les sortants, repre´sentent la mobilite´ dans une population
d’individus qui se de´placent entre les n villes.
Si R0 est devenu un parame`tre cle´ pour plusieurs scientifiques, dont l’utilite´
est reconnue par plusieurs d’entre eux (cf. Heesterbeek (2002), Cross et
al. (2007), il a aussi ses de´tracteurs. En effet, dans Li et al. (2011), on
montre que, pour le meˆme mode`le e´pide´miologique du paludisme, selon les
diffe´rentes me´thodes de calcul de R0 utilise´es, on obtient diffe´rentes valeurs.
Ils ont e´galement observe´ la persistence de plusieurs maladies, avec un R0 <
1. La principale difficulte´ re´side donc dans le choix de la bonne me´thode,
selon la mode´lisation que l’on adopte´e.
2.1.3 Mode`le de Kermack-McKendrick
Le mode`le de McKendrick (1925) revisite le mode`le de Ross et est un
mode`le sans dynamique de´mographique. Le mode`le suppose que la popu-
lation est constante, que la pe´riode d’incubation de l’agent infectieux est
instantane´e, et que la dure´e de l’infectiosite´ est la meˆme que la dure´e de
la maladie. Le mode`le suppose aussi que la population est entie`rement ho-
moge`ne, sans structure d’aˆge, spatiale ou sociale.
Ce type de mode´lisation est adapte´ aux pe´riodes d’intervalles tellement
courtes que la mortalite´ naturelle et l’e´migration sont e´quilibre´es par la
naissance et l’immigration.
Le mode`le se compose d’un syste`me de trois e´quations non-line´aires :
S˙ = −βIS
I˙ = βIS − γI
R˙ = γI
ou` S (resp. I, R), est le nombre de susceptibles (resp. le nombre d’infectieux
et de gue´ris qui de´veloppent ici une immunite´ totale), β (resp. γ) repre´sente
la vitesse de contagion (resp. la vitesse de gue´rison). C’est le premier mode`le
2. La gonorrhe´e ou blennorragie est une infection sexuellement transmissible des or-
ganes ge´nito-urinaires.
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dans lequel apparaissent explicitement ces diffe´rentes vitesses ou taux. Le
parame`tre cle´ gouvernant l’e´volution du syste`me est le taux de reproduction
basal R0 = βS/γ, qui est un parame`tre seuil en e´pide´miologie.
Kermack et McKendrick ont applique´ leur mode`le aux donne´es d’une e´pide´mie
de peste bubonique survenue a` Bombay du 17 De´cembre 1905 au 21 Juillet
1906.
2.1.4 Mode`le de Mcdonald
McDonald (1957) a, lui aussi, travaille´ sur la mode´lisation de l’expan-
sion du paludisme. Il a fait l’hypothe`se qu’une infection n’empeˆchait pas une
surinfection, car il existe plusieurs parasites pathoge`nes pour l’homme, no-
tamment Plasmodiumfalciparum, vivax, gamiae, funestus et sinensis ;
et plusieurs vecteurs du genre Anophe`les, adapte´ au contexte dont les plus
connus sont les anophe`les du complexe gambiae et du complexe funestus. Son
mode`le, base´ sur celui de Ross, fait les hypothe`ses suivantes : homoge´ne´ite´
des populations humaine et anophe´lienne que l’on prend constantes, e´quipro
babilite´ pour toute personne de se faire piquer par un moustique contamine´
et e´quiprobabilite´ pour tout moustique sain de piquer une personne conta-
mine´e, introduction d’un nouveau compartiment chez les moustiques : celui
des latents. Si on suppose qu’un humain infecte´ devient imme´diatement in-
fectant, donc capable de transmettre la maladie, de`s qu’il est contamine´, chez
l’anophe`le, cette capacite´ survient n jours apre`s infection. Le taux de mor-
talite´ est pris constant pour toute la population d’anophe`les, peu importe
le compartiment dans lequel se trouve le moustique et l’on suppose qu’il
n’y a pas de migration chez l’homme. Comme dans les mode`les pre´ce´dents,
Mcdonald propose e´galement un taux de reproduction de base, conside´re´
comme un seuil en-dessous duquel la maladie s’e´teint et au-dessus duquel la
maladie se re´pand.
2.1.5 Mode`les classiques de Ross et McKendrick
Les mode`les de Ross et McKendrick sont commune´ment connus dans la
litte´rature comme e´tant respectivement le mode`le le SI et le mode`le SIR , et
une abondante bibliographie peut eˆtre trouve´e sur les travaux de Sir Ronald
Ross (1911, 1916 et 1917) et M’Kendrick (1925), Kermack et McKendrick
(1932 et 1933), Goddard (1978), Barbour (1978), Demongeot et al. (2012a
et 2012b), Gaudart et al. (2010), etc.
Si les mode`les originaux prennent en compte la contamination, a` la fois chez
l’hoˆte et chez le vecteur, la version que l’on rencontre souvent ne prend en
compte qu’une seule contamination, ce qui fait que les syste`mes d’e´quations
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obtenus sont les suivants (dans le cas d’un mode`le SIR) :
dS
dt
= δN −
βSI
N
− µS
dI
dt
=
βSI
N
− (γ + µ)I (2)
dR
dt
= γI − µR
ou` S (resp. I, R, N) repre´sente le nombre de Susceptibles (resp. le nombre
d’Infectieux, de Gue´ris et la taille de la population totale) qui existent dans
la population, avec S+I+R = N , β (resp. δ, γ, µ) e´tant le taux de contagion
(resp. le taux de natalite´, le taux de gue´rison, le taux de mortalie´). Plusieurs
variantes de ces mode`les, comme celui de Shigui et al. (2008), dans lequel
le mode`le de Ross-Mckendrick est revisite´, avec une incorporation du retard
a` la fois chez l’homme et chez le vecteur, suite a` une observation faite sur
les longues pe´riodes d’incubation du paludisme sur les soldats ame´ricains de
retour aux USA (10 mois pour le Plasmodium Vivax, et jusqu’a` 10 voire 11
mois pour le Plasmodium Falciparum). On peut voir un exemple de mode`le
de Ross sur la Figure 2.1.
2.2 Mode`les compartimentaux
Le type de mode´lisation utilise´ pour la conception de ces premiers mode`les,
dont les deux derniers sont devenus des re´fe´rences non seulement dans le
domaine de l’e´pide´miologie, mais aussi dans celui de la mode´lisation, ont
donne´ naissance a` une classe de mode`les appele´s mode`les compartimentaux.
Ce genre de mode`les est celui que l’on trouve e´norme´ment dans la litte´rature,
car e´tant les plus faciles a` manipuler et a` re´soudre.
Par la suite, on a vu l’apparition de nouveaux compartiments. Commenc¸ons
par donner la de´finition de ceux que l’on rencontre le plus souvent.
2.2.1 Quelques compartiments usuels
De´finition 2.2.1. Un mode`le compartimental est un mode`le dans lequel la
population est virtuellement divise´e en un nombre de compartiments donne´,
qui interagissent entre eux selon certaines re`gles.
On peut voir, sur la Figure 2.1, la repre´sentation que l’on fait en ge´ne´ral
de ce type de mode`les, ou` les compartiments sont repre´sente´s par des boˆıtes
qui sont relie´es entre elles par des fle`ches qui induisent des connexions ou
des relations qui les unissent.
Il existe diffe´rentes sortes de compartiments :
De´finition 2.2.2. Susceptibles : ils repre´sentent les personnes saines, n’ayant
pas encore e´te´ infecte´es. C’est le re´servoir dans lequel la maladie viendra
puiser pour pouvoir se re´pandre.
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De´finition 2.2.3. Expose´s : lorsque la maladie ne´cessite une pe´riode de la-
tence, les personnes contamine´es ne sont pas imme´diatement capables d’en
contaminer d’autres. Elles sont donc affecte´es a` ce compartiment.
C’est le cas des maladies comme le paludisme (cf. Gaudart et al. (2009,
2010)), ou le VIH-SIDA (cf. Zhonghua et Jigen (2007), Dalal et al. (2007,
2008)).
De´finition 2.2.4. Infectieux : ce compartiment repre´sente ceux qui, dans la
population, sont, non seulement de´ja` infecte´s, mais e´galement capables de
transmettre la maladie a` leur tour.
Les maladies infectieuses peuvent avoir plusieurs stades infectieux, avec
des attributs e´pide´miologiques tre`s diffe´rents, y compris l’infectiosite´ et la
progression de la maladie. Ces stades sont souvent suppose´s avoir des dure´es
exponentiellement distribue´es dans les mode`les e´pide´miologiques. Toutefois,
les mode`les qui utilisent l’hypothe`se de distribution exponentielle peuvent
ge´ne´rer des re´sultats biaise´s et meˆme trompeurs dans certains cas, d’ou`
l’introduction de multiples stades infectieux comme l’ont fait Yang et al.
(2008) ou encore Melesse et Gummel (2010).
De´finition 2.2.5. De´ce´de´s : En effet, dans certains cas (surtout en agrono-
mie), on peut cre´er un compartiment spe´cifique pour les personnes qui sont
mortes soit de mort naturelle, soit des suites de la maladie e´tudie´e. Le plus
souvent cependant, la mode´lisation l’inclut directement dans les e´quations
re´gissant l’e´volution du syste`me de manie`re implicite.
De´finition 2.2.6. Gue´ris : Comme son nom l’indique, ce compartiment
contient les pre´ce´dents infectieux qui sont gue´ris, lorsque l’on suppose qu’ils
ne redeviennent pas imme´diatement susceptibles. Ils peuvent acque´rir une
immunite´ de´finitive ou passage`re.
Lorsque la politique de quarantaine ou d’isolation est applique´e, on peut
avoir la cre´ation d’un compartiment spe´cifique Q a` cet effet. C’est ce que
Chowell et al. (2006) ont conside´re´ dans leur e´tude sur le roˆle qu’a joue´ le
me´lange spatial, dans l’expansion de l’e´pide´mie de fie`vre aphteuse surve-
nue en Uruguay en 2001. Dans leur mode´lisation, l’unite´ e´pide´miologique
d’analyse est le nombre de fermes infecte´es par comte´. Ils ont alors classe´ les
fermes comme Susceptibles, Latentes, Infecte´es et non-De´tecte´es et Infecte´es
et De´tecte´es, enfin Isole´es.
2.2.2 Quelques mode`les usuels
Mode`le SI
3 Avec ces diffe´rents compartiments, on peut avoir des mode`les SI,
comme celui des revisites du mode`le de Ross et McDonald faites par Barbour
3. Susceptibles-Infecte´s
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Figure 2.2 – Sche´ma des diffe´rents mode`les pre´sente´s
(1978), Goddard (1978), et ceux conc¸us par Mao et al. (2003) ou Ruan et
al. (2008). Ce sont des mode`les ou` l’hypothe`se principale est qu’un individu,
une fois infecte´, devient imme´diatement capable de transmettre la maladie.
C’est ce que Ross a suppose´ dans son mode`le de 1917.
Mode`le SIS
4 Dans ce type de mode`le, on pre´sume qu’apre`s l’e´tape infectieuse, l’in-
dividu gue´rit et redevient aussitoˆt susceptible, c’est-a`-dire qu’il peut a` nou-
veau eˆtre contamine´. C’est le cas de Filipe et Gibson (2001), dans lequel
les auteurs testent la performance relative des approximations et e´valuent
la validite´ des hypothe`ses sous-jacentes.
Mode`le SIR
5 Ici, l’individu, une fois gue´ri (R comme removed en anglais), acquiert
une immunite´ permanente, ce qui l’empeˆche d’avoir a` nouveau la meˆme
maladie comme dans Ball et Neal (2002), Song et al. (2007), Yu et al. (2009)
ou Roy et Holt (2008).
On peut a` ce stade se poser la question suivante : Quelle place occupe
l’immunite´ non permanente dans la mode´lisation ?
Les classes de mode`les suivantes nous renseignent sur ce parame`tre commun
a` certaines maladies, comme la fie`vre typho¨ıde, la grippe ou la diphte´rie.
Mode`le SIRS
6 En ce qui concerne les mode`les de type SIRS, il s’agit d’une mode´lisation
qui fait l’hypothe`se que l’on redevient susceptible apre`s gue´rison. Il y a,
par exemple, Zhonghua et Jigen (2007), qui ont travaille´ sur un mode`le
e´pide´mique dont l’infectiosite´ de´pend de l’aˆge, avec un taux de contact non
line´aire ; Jin et al. (2006) abordent la proble´matique des maladies trans-
mises a` l’homme par des vecteurs, notamment la malaria. Teng et al. (2008)
4. Susceptibles-Infecte´s-Susceptibles
5. Susceptibles-Infecte´s-retire´s
6. Susceptibles-Infecte´s-retire´s-Susceptibles
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ont travaille´ sur la persistance et l’extinction de maladies infectieuses dans
les mode`les e´pide´miques, en faisant l’hypothe`se que la maladie induit une
mortalite´ propre, dans le cas non-autonome.
Mode`le SEI
7 Ici, apre`s avoir e´te´ contamine´, l’individu susceptible entre dans une
pe´riode d’incubation, et devient infecte´. Cependant, on fait l’hypothe`se qu’une
fois infectieux, c’est-a`-dire capable d’infecter d’autres personnes, l’individu
ne gue´rit pas, et demeure infectieux durant toute sa vie. Gao et al. (1995)
ont e´tudie´ quatre de ces mode`les, afin de de´terminer les caracte´ristiques ne
conduisant pas a` l’obtention de solutions pe´riodiques. Korobeinikov (2004),
a travaille´ l’analyse de la stabilite´ de cette sorte de mode`le, par les fonctions
de Lyapunov. Il a donc trouve´ une fonction de Lyapunov ade´quate, et a
e´tabli les conditions d’obtention de la stabilite´ globale pour son mode`le.
Mode`le SEIS
8 Quelquesfois, apre`s eˆtre devenu infectieux, l’individu a la possibilite´ de
redevenir susceptible. C’est le cas sur lequel Fan et al. (2001) ont travaille´, en
y incorporant une immigration et une mortalite´ induites par la maladie. En
conside´rant que l’incidence a une forme de loi d’action de masse biline´aire, ils
montrent que la dynamique totale du syste`me est comple`tement de´termine´e
par le taux de reproduction de base, R0. S’il est infe´rieur a` 1, l’e´quilibre sans
maladie est globalement stable. Dans le cas contraire, on a un unique point
d’e´quilibre ende´mique, qui est globalement stable a` l’inte´rieur de la re´gion
de faisabilite´, ce qui entraˆıne la persistence de la maladie autour de ce point
d’e´quilibre.
Mode`le SEIR
9 Dans ce genre de mode`les, on fait l’hypothe`se qu’apre`s la pe´riode
d’incubation, l’infecte´ devient infectieux, puis, une fois gue´ri, il acquiert une
immunite´ totale face a` la maladie dont il a au pre´alable e´te´ victime. Ceci fait
l’objet du travail de Li et Wang (1995), qui ont e´tabli le phe´nome`ne de seuil
e´pide´mique pour deux mode`les SEIR en utilisant deux approches : d’une
part, une approche ge´ome´trique, et d’autre part en construisant une fonction
de Lyapunov. Korobeinikov et Maini (2004) ont, quant a` eux, caracte´rise´ des
fonctions de Lyapunov pour l’e´tude des proprie´te´s de stabilite´ globale pour
ce genre de mode`le. Li et al. (2006) ont travaille´ sur ce type de mode`le, en
supposant qu’il y avait une immigration constante de populations, dans les
compartiments des susceptibles et des infecte´s. Ils obtiennent des conditions
7. Susceptibles-Latents-Infecte´s
8. Susceptibles-Latents-Infecte´s-Susceptibles
9. Susceptibles-Latents-Infecte´s-Retire´s
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suffisantes pour que le point d’e´quilibre ende´mique soit globalement stable,
si le taux de reproduction de base est plus grand que 1, en utilisant la the´orie
des matrices compose´es.
Mode`le SEIRS
10 Dans les mode`les SEIRS, on suppose qu’une fois contamine´, l’individu
entre dans une phase d’incubation, pendant laquelle il ne peut pas trans-
mettre la maladie. Une fois infectieux, puis redevenu gue´ri, il n’acquiert
pas une immunite´ permanente, mais redevient susceptible apre`s un laps de
temps qui peut varier en fonction des maladies et des personnes. Melesse et
Gumel (2010) ont, par exemple, e´tudie´ le comportement asymptotique d’un
tel mode`le ayant de multiples e´tapes d’infection, mode`le dans lequel ils ont
suppose´ que la population e´tait constante. Nakata et Kuniya (2010) ont,
eux, e´tudie´ la dynamique globale d’un mode`le SEIRS dans un environne-
ment pe´riodique. Ils montrent que la dynamique globale de leur mode`le est
entie`rement de´termine´e par la donne´e du R0, qui selon qu’il est supe´rieur
(resp. infe´rieur) a` 1, va correspondre a` la solution pe´riodique sans maladie
qui est globalement asymptotiquement stable (resp. a` une persistance de la
maladie). Greenhalgh (1997) a, quant a` lui, travaille´ sur les bifurcations de
Hopf pour les mode`les SEIRS, dans l’hypothe`se ou` une partie des individus
susceptibles est vaccine´e et qu’il y a acquisition d’une immunite´ temporaire.
Le mode`le suppose un taux de contact constant et un taux de mortalite´
de´pendant de la densite´. Par la suite, il a analyse´ les proprie´te´s d’e´quilibre
et de stabilite´ du mode`le, en supposant que la dure´e moyenne de l’immunite´
de´passe la pe´riode infectieuse. Graˆce au R0, on apprend que l’e´quilibre sans
maladie existe et est toujours stable, si ce parame`tre est plus petit que 1, et
celui-ci est instable dans le cas contraire. Il a e´galement e´tabli des conditions
similaires pour la stabilite´ globale asymptotique de l’e´quilibre ende´mique.
On peut constater que nous avons un grand nombre de mode`les existants.
Ceci est duˆ a` des diffe´rences notables que l’on peut remarquer dans le
de´veloppement, le mode de contagion ou l’expansion des maladies infec-
tieuses, ainsi que dans les diffe´rents aspects que les chercheurs veulent mettre
en lumie`re. C’est ainsi que l’on retrouve des mode`les adapte´s a` l’e´pide´miologie
du paludisme, comme ceux de Kleinschmidt et al. (2000), Ishikawa et al.
(2003), Jin et al. (2006) ou encore Gaudart et al. (2009, 2010), a` celle de la
grippe a` l’exemple de Mills et al. (2004), Colizza et al. (2007) ou de Coburn
et al. (2009), a` celle du VIH-SIDA Koide et Seno (1996), Zhonghua et Jigen
(2007), Dalal et al. (2007, 2008),... .
Ce grand nombre de mode`les peut aussi eˆtre duˆ aux diffe´rents modes de
transmission que l’on peut avoir et qui sont fonction des maladies. Ainsi, on
peut les regrouper en trois principales classes que l’on rencontre re´gulie`rement.
10. Susceptibles-Latents-Infecte´s-Retire´s-Susceptibles
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Transmission par contact
C’est le mode de transmission le plus commun. Il en existe deux types :
la transmission par contact direct et par contact indirect. La transmission
par contact direct a lieu lorsqu’il y a contact physique entre une personne
infecte´e et un susceptible. C’est le cas des maladies sexuellement transmis-
sibles (MST). (cf. Wei et al. (2008)). Koide et al. (1996) ont e´tudie´ un mode`le
de type SIR avec deux groupes sexuels (Homme et Femme) afin de discu-
ter des effets de l’asyme´trie dans la dynamique de transmission des MST.
Plusieurs hypothe`ses sont faites dans le mode`le, comme l’absence de trans-
mission verticale, l’inde´pendance des parame`tres par rapport au temps...
Il apparaˆıt 3 sous-mode`les : naissance femelle unique, maˆle ou les deux a`
la fois. Deux points d’e´quilibre sont de´termine´s, l’e´quilibre sans maladie et
l’e´quilibre ende´mique.
On a e´galement la transmission par contact indirect, qui apparaˆıt lorsqu’il
n’existe aucun contact direct entre les hommes. Le contact se produit au
moyen d’une surface ou d’objets contamine´s, ou de vecteurs comme les mous-
tiques pour la transmission du paludisme, des tiques pour la dingue, etc.
Transmission verticale et transmission horizontale
Viennent par la suite la transmission verticale et la transmission hori-
zontale.
On dit qu’une transmission est verticale lorsqu’elle se fait de la me`re a`
l’enfant ou de manie`re ge´ne´tique, (cf. Meng et al., (2009)). On dit qu’une
transmission est horizontale, lorsque la contagion se fait d’individu a` indi-
vidu.
Les zoonoses
Il existe une cate´gorie d’agents pathoge`nes qui ne provoquent des mala-
dies que pour le genre humain et une autre qui n’existe que pour le genre
animal. Mais il existe une autre cate´gorie d’agents pathoge`nes, qui comprend
ceux qui, dans les conditions naturelles, peuvent provoquer une maladie a` la
fois chez l’homme et chez l’animal : ce sont les agents des zoonoses. Les zoo-
noses (terme cre´e´ par Virchow au XIXe`me sie`cle a` partir des deux racines
grecques : zoo = animal et nosos = maladie) sont des maladies et infec-
tions qui se transmettent naturellement des animaux verte´bre´s a` l’homme,
et l’homme retransmet la maladie l’animal dans un cycle, mais parfois la
zoonose est transmise a` l’homme mais pas redonne´e a` l’animal : l’homme
est alors une impasse parasitaire (ex : e´chinoccocose alve´olaire : renard -¿
homme). Plusieurs d’entre elles ont beaucoup e´te´ e´tudie´es.A titre d’exemple,
Ganie`re (2004) a travaille´ sur un re´pertoire et sur une hie´rarchisation des
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zoonoses en France. Bicout et Sabatier (2004) ont, quant a` eux, cartogra-
phie´ les vecteurs de la fie`vre de la valle´e du Rift, en fonction de la pre´valence
de cette maladie et des variations pluviome´triques dans la re´gion de Bar-
kedji, au nord du Se´ne´gal. D’un autre coˆte´, Colizza et al. (2007) ont e´tudie´
un mode`le e´pide´miologique stochastique de me´tapopulation de la grippe,
a` partir des donne´es obtenues des compagnies ae´riennes sur les flux entre
les zones urbaines, alors que, re´cemment, Coburn et al. (2009) ont pre´sente´
une grande litte´rature de la mode´lisation de la grippe et ont discute´ de la
manie`re dont ces mode`les pouvaient fournir des indications sur l’avenir de
la nouvelle souche de la grippe A (H1N1).
En Ecologie
L’e´cologie n’est pas en reste, car les mode`les utilise´s pour les mala-
dies dites humaines sont re´adapte´s aux maladies que l’on peut rencontrer
dans l’e´levage, comme la fie`vre aphteuse. A titre d’exemple, Chowell et al.
(2006) ont propose´ un mode`le de dispersion de l’e´pide´mie due a` cette ma-
ladie et ils l’ont compare´ a` un mode`le partiellement spatialement explicite.
Des diffe´rences significatives entre les deux mode`les ont e´te´ observe´es, no-
tamment en ce qui concerne les taux de transmission. Les facteurs spa-
tiaux peuvent partiellement expliquer pourquoi les mode`les spatiaux expli-
cites de´crivent la propagation d’une e´pide´mie avec plus de pre´cision que des
mode`les non-spatiaux, meˆme lors des phases e´pide´miques pre´coces. Quant
a` Depinay et al. (2004), ils ont pre´sente´ une e´tude sur un mode`le de simula-
tion de vecteurs du paludisme en Afrique. Ce mode`le oriente´ sur l’individu
inte`gre les connaissances actuelles sur les me´canismes sous-jacents a` la dy-
namique des populations anophe`les et a` leurs relations a` l’environnement.
Un des principaux atouts de ce mode`le est qu’il est fonde´ sur deux variables
biologiques et environnementales.
2.2.3 Les mode`les compartimentaux multigroupes
Lorsqu’on suppose qu’on subdivise un domaine ou une re´gion d’e´tude
en n sous-groupes et que, dans chacun de ces sous-groupes, on y construit
un des mode`les pre´ce´demment cite´s, de sorte que les diffe´rentes populations
interagissent entre elles, on parle alors de mode`les multigroupes.
C’est dans cette optique que Lajmanovich et Yorke (1976) ont propose´ un
mode`le de ce genre, pour e´tudier l’expansion de la gonorrhe´e, dans une
population suppose´e uniforme. Ils prouvent que la maladie s’e´teint, pour
toutes conditions initiales positives ou nulles, en fonction non seulement du
taux de contact, mais aussi de la dure´e des pe´riodes infectieuses. D’un autre
coˆte´, Arino et van den Driessche (2003) ont conside´re´ l’e´volution temporelle
d’un mode`le multi-groupes de type SEIR dans chacun des groupes, ceux-ci
pouvant interagir entre eux, et en de´rivent de manie`re rigoureuse, un R0,
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dont l’analyse locale et les simulations montrent qu’il posse`de un seuil e´gal a`
1 au-dela` duquel la maladie s’e´tend et en dessous duquel elle s’e´teint. Guo et
al. (2006) quant a` eux, ont travaille´ sur un de ces mode`les, en supposant que
les tailles des sous-groupes peuvent eˆtre varie´es. Ils ont de´termine´ une re´gion
de faisabilite´ a` l’inte´rieur de laquelle ils trouvent deux points d’e´quilibre.
Enfin, ils ont montre´ que la dynamique de leur mode`le e´tait entie`rement
de´termine´e par le parame`tre R0. Pour ce meˆme mode`le, Yu et al. (2009)
ont conside´re´ le cas ou` n = 2, dans un cadre stochastique, et ont de´termine´
les conditions permettant de conduire a` la stabilite´ asymptotique globale du
point d’e´quilibre ende´mique.
Quand la subdivision n’est pas spatiale, mais ne concerne que l’aˆge dans
une population, on parle alors d’un mode`le de classes d’aˆge. Un exemple de
mode`le multi-groupes est celui donne´ ci-dessous :
dS1
dt
= (γ1 − β11S1)I1 − β12S1I2 − (b1 + µ1)(1− β11 − β12)S1
+ f1S2 + f
′
1γ2I2
dS2
dt
= b1(1− β11 − β12)S1 + (γ2 − β22S2)I2 − β21S2I1 − µ2S2 (3)
dI1
dt
= (β11I1 + β12I2)S1 − γ1I1 + f
′
1(1− γ2)I2 − (b
′
1 + µ1)(1− γ1)I1
dI2
dt
= (β21I1 + β22I2)S2 − γ2I2 + b
′
1(1− γ1)I1 − µ
′
2I2
En introduisant les classes d’aˆge, on ajoute de nouveaux parame`tres
de´mographiques a` ceux existant de´ja`, comme le taux de fe´condite´ fi, qu’on
peut prendre comme le nombre moyen de descendants qu’a un individu, les
descendants venant ensuite alimenter la classe 1 entre t et (t+∆t), le taux de
survie bi (resp. le taux de mortalite´ µi) qui est la probabilite´ qu’un individu
reste en vie (resp. qu’il meure) entre l’aˆge i et i+ 1.
2.2.4 Homoge´ne´ite´ et He´te´roge´ne´ite´
Dans les premiers mode`les e´pide´miologiques, on a souvent fait l’hy-
pothe`se que la population e´tait re´partie de manie`re homoge`ne dans l’espace
e´tudie´, ce qui ne traduit pas la re´alite´, car l’on peut se rendre compte, rien
que dans les villes ou` nous vivons, que ce n’est pas le cas. Il y a des zones
de faible densite´, des zones de densite´ moyenne, comme des zones de forte
densite´. Ainsi, on ne peut donc pas dire qu’une personne habitant dans une
zone faiblement peuple´e fera le meˆme nombre de rencontres qu’une personne
vivant dans une zone a` forte densite´ par exemple. Ceci implique donc que le
nombre de contacts ne sera pas le meˆme dans ces deux zones lorsque l’on a
une maladie qui se transmet par contact direct. L’he´te´roge´ne´ite´ est appele´e a`
jouer un roˆle dans la persistance et la dynamique des maladies e´pide´miques.
Cette constation a permis l’introduction du parame`tre d’he´te´roge´ne´ite´ dans
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la mode´lisation e´pide´miologique.
C’est le cas de Hethcote (1978), qui a analyse´ un mode`le d’expansion de
maladies infectieuses dans lequel la gue´rison entraˆıne une immunite´ tempo-
raire ou permanente. Il divise la population conside´re´e comme he´te´roge`ne,
en groupes homoge`nes dans lesquels l’immunisation des nouveaux entrants
et des susceptibles de tous aˆges est possible. Les taux de mortalite´ et de
natalite´ sont suppose´s constants et e´gaux dans chaque groupe. De plus, il
suppose que les nouveaux-ne´s sont immunise´s. Le crite`re du seuil peut aider
a` de´terminer les taux d’immunisation qui peuvent conduire a` l’extinction de
la maladie. C’est dans ce cadre que Lloyd et May (1996) ont travaille´ sur
un simple mode`le multigroupes pour l’he´te´roge´ne´ite´ spatiale et ont analyse´
les conditions favorisant la synchronisation des groupes. Ils montrent que
les groupes, dans les mode`les de´terministes, oscillent souvent en phase avec
le groupe le plus faiblement couple´. La synchronisation est aussi e´tudie´e
dans le cadre stochastique et, la`, on montre qu’un plus fort couplage est
ne´cessaire pour contenir les effets ale´atoires. Ils de´montrent ainsi que l’in-
clusion de forc¸age saisonnier dans les mode`les de´terministes peut conduire
a` l’entretien des diffe´rences de phase entre les groupes.
Dans sa the`se, Cori (2010) montre comment estimer un taux de confiance
efficace, temporel et fonction de la cate´gorie socioprofessionnelle, dans le cas
du syndrome respiratoire se´ve`re (SRAS) a` Hong Kong, en 2003. Pour ce
faire, elle a proce´de´ en utilisant la me´thode de Monte-Carlo par Chaˆınes de
Markov (MCMC).
2.3 Les mode`les de re´action-diffusion
Les e´quations de re´action-diffusion de type :
ut = ∆u+ f(u) sur R
n
ont e´te´ introduites dans les anne´es 30 par Ficher (1937) et Kolmogorov,
Petrovsky et Piskunov (1938) (cf. Coville (2010)), pour des mode`les de
ge´ne´tique des populations. Les non-line´arite´s f qui ont alors e´te´ conside´re´es
e´taient de type logistique f(u) = u(1 − u) ou des extensions de ce dernier,
comme f(u) = u(1 − u2). Ces non-line´arite´s ont permis de rendre compte
de la propagation de fronts, solutions de la forme u(t, x) = U(x.e − ct), ou`
e est la direction de propagation et c la vitesse d’invasion de l’e´tat constant
0 par l’e´tat 1, (U(−∞) = 1 et U(+∞) = 0). Des e´quations avec de telles
non-line´arite´s se retrouvent e´galement en combustion et en e´cologie.
En 1952, Turing s’est inte´resse´ a` la dynamique des populations et, a` partir
de l’e´quation de re´action-diffusion, a conc¸u un mode`le biomathe´matique de
la morphogene`se animale. Dans les anne´es 1990, des expe´riences en chimie
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des re´actions oscillantes 11 viendront confirmer expe´rimentalement le mode`le
the´orique.
En dynamique des populations, les phe´nome`nes d’extinction, de persistance
et de dispersion sont fortement spatialise´s. En effet, l’espace dans lequel
e´voluent les populations, qu’elles soient animales ou ve´ge´tales, ainsi que les
he´te´roge´ne´ite´s spatio-temporelles de cet espace peuvent conditionner leur de-
venir de fac¸on de´terminante. L’e´quation de re´action-diffusion a ainsi souvent
e´te´ utilise´e en dynamique des populations, pour permettre la mode´lisation
de l’he´te´roge´ne´ite´. C’est le cas de Allen et al. (2008), qui ont e´labore´ un
mode`le de type SIS, afin de comprendre l’impact de l’he´te´roge´ne´ite´ spatiale
sur la circulation des personnes, induisant la persistence et l’extinction d’une
maladie infectieuse. Leur e´tude met l’accent non seulement sur l’existence,
l’unicite´, mais surtout sur le profil asymptotique des e´tats stationnaires. Al-
len et al. (2008) ont e´galement de´finit un R0 ; si celui-ci est infe´rieur a` 1,
on a un e´tat d’e´quilibre sans maladie qui est stable, dans le cas contraire,
l’e´tat d’e´quilibre sans maladie est instable et l’e´tat d’e´quilibre ende´mique
est stable. De meˆme, en 2009, Peng a fait l’e´tude, dans le cadre d’un mode`le
de re´action-diffusion de type SIS, de l’impact de l’he´te´roge´ne´ite´ spatiale de
l’environnement et du mouvement des individus de ce mode`le. Une e´tude
de l’existence, de l’unicite´ et en particulier du comportement asymptotique
du point d’e´quilibre ende´mique, lorsque la vitesse de diffusion des Suscep-
tibles tend vers ze´ro, c’est-a`-dire dans le cas ou` ”le faible risque des sous-
habitats est cre´e´” a e´te´ mene´e de manie`re approfondie. Cette e´tude permet
une meilleure compre´hension de l’impact des taux (grands ou petits) de dif-
fusion des Susceptibles et des Infecte´s sur la persistence et l’extinction de
la maladie. Cela ame`ne a` de´terminer les comportements asymptotiques de
l’e´quilibre ende´mique, en fonction de la vitesse de diffusion des populations
Susceptibles ou Infecte´s, qui tend vers l’infini ou vers ze´ro dans les autres
cas. Les re´sultats concluent que, pour e´liminer les Infecte´s dans les zones a`
faible risque, il est ne´cessaire de cre´er une zone a` faible risque et d’annuler
au moins l’une des deux diffusions. Dans ce cas, les re´sultats montrent aussi
que diffe´rentes strate´gies de controˆle des diffusions peuvent mener a` des dis-
tributions spatiales diffe´rentes. Kim et al. (2010) construisent un mode`le de
re´action-diffusion avec des conditions homoge`nes de Neumann, ou` le com-
portement des solutions positives est e´tudie´. Il de´crit la transmission de la
grippe aviaire parmi les oiseaux et les hommes. Les conditions suffisantes
de stabilite´ locale et globale sont donne´es par l’analyse spectrale et par une
fonction de Lyapunov.
11. Une re´action oscillante est une re´action chimique, au cours de laquelle les concen-
trations de certaines espe`ces augmentent, puis diminuent de manie`re alternative pendant
une certainte pe´riode.
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2.4 Mode`les ale´atoires
On peut les regrouper en deux grandes parties, les mode`les avec marches
ale´atoires et les mode`les stochastiques.
2.4.1 Marche ale´atoire
Une des caracte´ristiques des populations est qu’en ge´ne´ral, pour connaˆıtre
l’e´volution de cette dernie`re, il suffit de connaˆıtre son e´tat a` l’instant pre´sent.
Il n’est donc absolument pas ne´cessaire de connaˆıtre tout ce qui s’est fait
ante´rieurement. Cette proprie´te´, qu’on appelle proprie´te´ de Markov, est sou-
vent utilise´e dans certains types de mode´lisation - au moyen notamment, de
la marche ale´atoire - pour de´crire les de´placements spatiaux des individus.
En supposant que les de´placements d’individus se font de manie`re ale´atoire,
l’un des moyens les plus simples pour les de´crire est la marche ale´atoire
simple.
Soit un espace mode´lise´ par le re´seau Zd et un individu qui, a` partir d’un
point x, peut aller vers chacun de ses voisins imme´diats de deux manie`res
possibles :
· Soit avec la meˆme probabilite´, c’est-a`-dire qu’on suppose qu’il y a
e´quiprobabilite´ pour qu’il aille vers chacun de ses voisins imme´diats ;
on parle alors de marche ale´atoire syme´trique,
· Soit avec des probabilite´s diffe´rentes, on parle alors de marche ale´atoire
non-syme´trique.
Nous avons ainsi les mode`les classiques de Greenwod (1931) et le mode`le de
Reed-Frost, qui sont tous deux de type chaˆıne binomiale. Dans ces mode`les,
on trouve des ge´ne´rations successives d’infectieux d’indice t = 0, 1, 2, ..., qui
sont juste capables de contaminer une unique ge´ne´ration de susceptibles.
Par la suite, ils ne participent plus au processus de l’e´pide´mie. Supposons
que la taille de la population soit e´gale a` n, une constante.
Soient X(t) et Y (t), les nombres respectifs de susceptibles et d’infectieux de
la ge´ne´ration t. On a donc, comme condition initiale : X(0) + Y (0) = n ;
X(t + 1) + Y (t + 1) = X(t), t = 0, 1, 2, ... puisque les infectieux et les
susceptibles de la ge´ne´ration t+1 sont vus comme e´tant issus des susceptibles
de la ge´ne´ration t. Alors :
X(t) +
t∑
j=0
Y (j) = n
et le nombre total d’infecte´s, y compris ceux de la ge´ne´ration t, est
∑t
j=0 Y (j).
On suppose que le nombre d’infectieux de la ge´ne´ration t + 1 est une va-
riable ale´atoire qui suit une loi binomiale de parame`tres X(t) et p(Y (t)),
cette dernie`re e´tant la probabilite´ qu’un susceptible soit infecte´, lorsque le
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nombre d’infectieux est Y (t). Alors :
P (Y (t+ 1) = k|X(t) = x, Y (t) = y) =
(
x
y
)
p(y)k(1− p(y))x−k ,
pour k = 0, 1, ..., x.
Dans le mode`le de Greenwood, p(y) est une constante ne de´pendant pas
du nombre d’infectieux y. Dans le mode`le de Reed-Frost, on suppose que
la probabilite´ de tout susceptible de ne pas eˆtre infectieux, lorsqu’il y a y
infectieux, est e´gale a` :
1− p(y) = (1− p)y
ou` p = p(1) est la probabilite´, pour un susceptible, d’eˆtre infecte´ par un
infectieux donne´. C’est un mode`le qui a plusieurs fois e´te´ re´adapte´. Il a e´te´
utilise´ pour l’analyse des donne´es de la me´ningococcie 12, par Ranta et al.,
1999. Il a e´te´ intensivement utilise´ pour l’analyse d’e´pide´mies agricoles, telles
que l’e´pide´mie de fie`vre aphteuse au Japon (cf. Tsutsui et al., 2003), de la
tuberculose chez les vaches laitie`res en Argentine (cf. Perez et al., 2002a et
2002b) et chez les cerfs sue´dois (cf. Wahlstrom 1998). Dans le meˆme cadre,
Tuckwell et Williams (2007) ont explore´ et e´tudie´ les proprie´te´s d’un mode`le
e´pide´mique simple, qui incorpore certaines caracte´ristiques importantes de
la transmission d’une maladie, dans le cadre de la mode´lisation stochastique
a` temps discret. Leur mode`le est semblable a` celui de Reed-Frost, mais
il a quelques modifications qui le rendent plus re´aliste et plus adaptable
a` diffe´rentes maladies. Le mode`le est de type SIR markovien, a` population
constante, dans lequel les individus rencontrent un nombre ale´atoire d’autres
individus par unite´ de temps. Dans le meˆme genre, et apre`s le de´veloppement
de leur mode`le de transmission du paludisme et inde´pendamment de ce
dernier, Gaudart et al. (2009) ont conc¸u un mode`le environnemental a` l’aide
des chaˆınes de Markov cache´es.
2.4.2 Les mode`les stochastiques
Introduit en 1827 par Robert Brown, botaniste anglais, afin de permettre
la description du mouvement des particules de pollen, le mouvement brow-
nien a longuement e´te´ e´tudie´ par la suite, notamment en finance, ou` il sert
entre autres a` mode´liser le prix des actions en bourse. En e´pide´miologie, le
mouvement brownien sert a` mode´liser la part de hasard existant dans le fait
qu’un individu donne´ soit atteint d’une maladie plutoˆt qu’un autre.
Rappelons que bien que Bartlett (1949) ait de´ja` souligne´ le besoin de stochas-
ticite´ pour comple´ter les mode`les de´terministes existants, ce terme brownien
ne fut introduit par Bailey qu’en 1950.
Notons e´galement que Iˆto a de´veloppe´ une the´orie sur le calcul stochastique
12. Infection due au me´ningocoque, agent pathoge`ne de la me´ningite ce´re´bro-spinale
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en 1940, qui dit la chose suivante : Soit un processus dit de Iˆto, c’est-a`-dire
un processus de la forme :
Xt = X0 +
∫ t
0
µsds+
∫ t
0
σsdBs
qui peut se reformuler de la manie`re suivante :
dXt = µtdt+ σtdBt
ou` µt et σt sont des fonctions ale´atoires satisfaisant quelques hypothe`ses
techniques d’adaptation au processus brownien Bt.
Si f(Xt, t) est une fonction de classe C
2(R × R,R) alors la formule d’ˆIto
s’e´crit
df(Xt, t) =
∂f
∂t
(Xt, t)dt+
∂f
∂x
(Xt, t)dXt +
1
2
∂2f
∂x2
(Xt, t)σtdt
A titre d’exemple, Ball et Neal (2002) ont travaille´ sur un mode`le e´pide´mique
stochastique SIR, avec une population suppose´e constante au cours du temps
et dans laquelle, pendant la pe´riode infectieuse, un individu fait des ren-
contres a` la fois globales et locales. Le concept de ”clump” (bouquet infec-
tieux local) et d’ensemble de susceptibilite´ locale, sont utilise´s pour de´velopper
une approche unifie´e du comportement seuil de cette classe de mode`les
e´pide´miques. En particulier, un parame`tre seuil est introduit, de´cidant, sui-
vant sa valeur, R∗, si oui ou non, on aura une e´pide´mie globale. La pro-
babilite´ qu’une e´pide´mie globale apparaisse et la proportion moyenne de
susceptibles a` l’e´tat initial finalement infecte´s par l’e´pide´mie globale sont
e´galement calcule´s par Ball et Neal. Mao et al. (2003) ont eux, e´tudie´ un
processus stochastique, issu du processus de´terministe de Lotka-Voltera. La
version stochastique de ce processus semble avoir des proprie´te´s beaucoup
plus inte´ressantes que son homologue de´terministe. En effet, le fait que l’ex-
plosion potentielle d’une population de´terministe puisse eˆtre empeˆche´e par
la pre´sence d’une petite quantite´ de bruit dans l’environnement, montre le
niveau e´leve´ de la diffe´rence qui existe entre ces deux repre´sentations. Dans
le meˆme ordre d’ide´es, Dalal et al. (2007) ont introduit la stochasticite´ dans
un mode`le concernant le SIDA et l’utilisation de pre´servatif, au moyen d’un
bruit blanc additif, ce qui est une technique standard dans la mode´lisation
stochastique de population. Ils montrent que le mode`le e´tabli posse`de des
points d’e´quilibre non ne´gatifs, comme souhaite´ dans toute dynamique de
population. Ils effectuent e´galement une analyse de´taille´e du comportement
asymptotique, a` la fois au niveau des moments d’ordre 1 et en probabilite´.
Leur re´sultat re´ve`le qu’un certain type de perturbation stochastique peut
aider a` la stabilite´ du syste`me sous-jacent. Sur la meˆme lance´e, en 2008,
ils ont analyse´ un mode`le stochastique repre´sentant la dynamique interne
du virus HIV, l’introduction de la stochasticite´ se faisant comme dans leur
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Figure 2.3 – Sche´ma du mode`le de McKendrick
pre´ce´dent travail. Ils montrent que le mode`le e´tabli dans leur article posse`de
e´galement des solutions non ne´gatives. Ils re´alisent aussi l’analyse du com-
portement asymptotique du mode`le. Ils font une approximation d’une des
variables par un processus de retour a` la moyenne, puis trouvent la moyenne
et la variance dudit processus.
2.5 Les Me´thodes de re´solution
2.5.1 Me´thode de re´solution de Lyapunov
Cette partie est tire´e du cours de Master que donne E. Moulay sur la
stabilite´ des e´quations diffe´rentielles ordinaires 13, de sa the`se sur la stabi-
lite´ en temps fini et la stabilisation 14, ainsi que du cours de Master de W.
Respondek, de l’INSA de Rouen.
Il s’agit d’une me´thode qui est surtout utilise´e pour la recherche de stabilite´
des points d’e´quilibre des syste`mes non line´aires. Les premiers re´sultats sont
apparus dans les travaux de Lyapunov a` la fin du 19e`me sie`cle et au de´but du
20e`me sie`cle. Ces re´sultats donnent une condition suffisante pour la stabilite´
des syste`mes non line´aires. Plusieurs autres scientifiques ont, par la suite,
contribue´ au de´veloppement de cette the´orie : Chetæv (1934) de´montra un
the´ore`me sur l’instabilite´ et Massera (1949, 1956) de´montra une condition
ne´cessaire et suffisante de stabilite´. Certains ont pre´cise´ la the´orie comme
Malkin (1952), Hahn (1963), Lasalle et Lefschetz (1961), etc.
Si la the´orie est d’un abord aise´, sa mise en pratique est, elle, de´licate, car
la de´termination d’une fonction de Lyapunov constitue une difficulte´ ma-
jeure. Plusieurs me´thodes de recherche de cette fonction ont e´te´ propose´es
au fil des anne´es, comme la me´thode du gradient variable (cf. Schultz et Gib-
son (1962), Zoubov (1957)), a` partir de formes quadratiques (cf. Aizerman
et Gantmacher (1964),....). Il existe plusieurs types de stabilite´ que nous
de´finissons dans la suite.
Conside`rons U , un ouvert non vide de Rn contenant 0, et I un intervalle
13. Consultable a` l’adresse : http ://cel.archives-
ouvertes.fr/docs/00/13/64/97/PDF/Cours-Lyapunov.pdf
14. http ://tel.archives-ouvertes.fr/docs/00/16/84/50/PDF/These-EM.pdf
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non-vide de R, non borne´ a` droite. Soient les syste`mes de la forme :
x˙ = f(x) (4)
x˙ = f(t, x) (5)
ou` les fonctions f : U → Rn pour le syste`me (4) et f : I × U → Rn pour
le syste`me (5) sont suppose´es continues. Une notion essentielle (la premie`re
de celle que l’on recherche lors de l’e´tude de la stabilite´ d’un syste`me) est la
notion de point d’e´quilibre, points ou` les vitesses s’annulent.
Quelques de´finitions ge´ne´rales sur les fonctions
De´finition 2.5.1. (Fonction de classe k) Soit a ∈ R+\{0} et φ : [0, a]→ R+,
une application continue. On dit que φ appartient a` la classe k, si :
1. φ est strictement croissante ;
2. φ(0) = 0.
De´finition 2.5.2. (Fonction de classe k∞) Une application continue φ :
R
+ → R+ appartient a` la classe k∞ si
1. elle est stritement croissante ;
2. φ(0) = 0 ;
3. limy→+∞ φ(y) = +∞
De´finition 2.5.3. (Fonction radialement non borne´e)
1. Une fonction v : Rn → R est radialement non borne´e si :
lim
‖y‖→+∞
v(y) = +∞
2. Une fonction v : I × Rn → R est radialement non borne´e en y si :
lim
‖y‖→+∞
v(t, y) = +∞
et uniforme´ment en t, si, de plus :
∀ A > 0, ∃B > 0; ∀ y ∈ Rn, (‖y‖ > B)⇒ (∀ t ∈ I, v(t, y) > A)
3. Une fonction v : I × Rn → R continue est radialement non borne´e uni-
forme´ment, s’il existe une fonction φ de classe k∞ telle que :
v(t, y) ≥ φ(‖y‖), ∀(t, y) ∈ I × Rn
De´finition 2.5.4. Une fonction v : I × U → R est de´crescente, si et seule-
ment s’il existe un voisinage Vt0 et une fonction ψ de classe k telle que :
| v(t, y) |≤ ψ(‖y‖), ∀ (t, y) ∈ Vt0
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De´rive´es partielles
De´finition 2.5.5. On conside`re le syste`me (4), et V : U → Rn ayant des
de´rive´es partielles sur U . On de´finit la de´rive´e totale V˙ pour le syste`me (4)
par :
V˙ (y) =
n∑
i=1
∂iV
∂xi
(y)fi(y)
De´finition 2.5.6. On conside`re le syste`me (5), et V : I×U → Rn ayant des
de´rive´es partielles sur I ×U . On de´finit la de´rive´e totale V˙ pour le syste`me
(5) par :
V˙ (t, y) =
∂V
∂t
(t, y) +
n∑
i=1
∂iV
∂xi
fi(t, y)
De´finition 2.5.7. Un point a est un point d’e´quilibre ou e´tat d’e´quilibre ou
point singulier du syste`me (4) (resp. (5)), si f(a) = 0 (resp. si, pour tout
t ∈ I, f(t,a)=0).
Remarque 1. Ici, nous ne traitons que le cas ou` le point d’e´quilibre est l’ori-
gine, ou lorsque l’on peut s’y ramener par un simple changement de va-
riables.
L’application des the´ore`mes de Lyapunov ne´cessite la construction d’une
fonction de Lyapunov. Pour ce faire, commenc¸ons par rappeler la de´finition
des fonctions de´finies positives.
Fonctions (semi) de´finies positives
De´finition 2.5.8. Une fonction v : U → R est dite semi-de´finie positive
(resp. semi-de´finie ne´gative), s’il existe un voisinage V de 0 tel que :
1. v(0) = 0 ;
2. Pour tout y ∈ V, v(y) ≥ 0 (resp. v(y) ≤ 0).
Elle est dite de´finie positive (resp. de´finie ne´gative), s’il existe un voisinage
V de 0 tel que :
1. v(0) = 0 ;
2. Pour tout y ∈ V, v(y) > 0 (resp. v(y) < 0).
De´finition 2.5.9. Une fonction v : I ×U → R est dite semi-de´finie positive
(resp. semi-de´finie ne´gative), s’il existe un voisinage strict V tel que :
1. pour tout t ∈ I, v(t, 0) = 0 ;
2. Pour tout y ∈ V et t ∈ I, v(t, y) ≥ 0 (resp. v(t, y) ≤ 0).
Elle est dite de´finie positive (resp. de´finie ne´gative) s’il existe un voisinage
strict V qui satisfait les conditions suivantes :
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1. pour tout t ∈ I, v(t, 0) = 0 ;
2. il existe v0 : V→ R de´finie positive (resp. de´finie ne´gative) telle que :
∀ t ∈ I et ∀ y ∈ V, v(t, y) ≥ v0(y) (resp. v(t, y) ≤ v0(y)).
Dans le cas ou` vt est continue, on peut construire la fonction
φ(r) = inf
r≤‖y‖≤d(0,v)
v0(y)
v0 e´tant continue, φ est e´galement continue avec φ(0) = 0 et φ est croissante
au sens large. De plus, φ ne peut pas eˆtre nulle dans un intervalle ]0, a] , car
sinon v0 le serait aussi, ce qui est exclu, car v0 est de´finie positive. On peut
ainsi reformuler la de´finition de la semi-de´finie positivite´ sous une forme plus
pratique :
De´finition 2.5.10. Soient t0 ∈ I et v : I × U → R une fonction continue
telle que pour tout t ∈ I, v(t, 0) = 0. La fonction v est dite de´finie positive
(resp. de´finie ne´gative), s’il existe un voisinage strict Vt0 et une fonction φ
de classe k, tels que :
v(t, y) ≥ φ(‖ y ‖) (resp. v(t, y) ≤ −φ(‖ y ‖), ∀ (t, y) ∈ Vt0
De´finition 2.5.11. Si une fonction V (x) de´finie positive, posse`de des de´rive´es
partielles continues dans un domaine Ω et si la de´rive´e de V (x) le long des
trajectoires du syste`me e´tudie´ est telle que V˙ (x) = ∂V
∂x
x˙ ≤ 0, alors V (x) est
une fonction de Lyapunov pour notre syste`me.
Lorsque le syste`me e´tudie´ de´pend explicitement du temps, la fonction de
Lyapunov correspondante est, elle aussi, de´pendante du temps et la de´rive´e
temporelle dans ce cas est :
V˙ (x, t) =
∂V
∂x
x˙+
∂V
∂t
Dans le but d’appliquer les diffe´rents the´ore`mes de Lyapunov qui existent,
il faut donc pouvoir construire une telle fonction. L’e´tude des me´thodes
qui permettent de construire une fonction de Lyapunov, candidate pour
un syste`me donne´, a motive´ une litte´rature tre`s abondante, a` l’image de
l’article de Mena-Lorca et Hethcote (1992), qui ont construit une fonction
de Lyapunov pour les mode`les SIR. Ensuite, Korobeinikov et Wake (2002)
ont trouve´ une fonction de Lyapunov syme´trique en variables, qui a e´te´
plus tard e´tendue a une grande varie´te´ de mode`les e´pide´miques, incluant les
mode`les ayant un grand nombre de compartiments, comme dans Korobeini-
kov (2004). En 2004, Korobeinikov et Maini ont construit des fonctions de
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Lyapunov explicites pour des mode`les e´pide´miques compartimentaux SIR
et SEIR ayant une incidence non line´aire de la forme βIpSq, pour le cas ou`
p ≤ 1 et ont e´tabli leur stabilite´ globale. Dans le meˆme ordre d’ide´es, O’Re-
gan et al. (2010) ont construit une fonction de Lyapunov pour les classes de
syste`mes de type SIR et SIRS, et ont e´tabli la stabilite´ globale de l’e´quilibre
ende´mique de ces syste`mes.
Il existe plusieurs types de stabilite´. Nous allons donner quelques de´finitions
de celles qui sont les plus commune´ment usite´es.
Les diffe´rentes formes de stabilite´
De´finition 2.5.12. (Attractivite´) Soit K un compact non vide de U . On
dit que K est attractif pour le syste`me (5) si pour tout t0 ∈ I, il existe un
δ(t0) > 0 tel que :
x0 ∈ Bδ(t0)(K)⇒ la solution
{
x(t, t0, x0) est definie pour t ≥ t0
limt→∞ d(x(t, t0, x0),K) = 0
De´finition 2.5.13. (Stabilite´ simple) Soit K un compact non vide de U . On
dit que K est stable pour le syste`me (5), si, ∀ ǫ > 0 et t0 ∈ I, il existe
δ(ǫ, t0) > 0 tel que :
x0 ∈ Bδ(ǫ,t0)(K)⇒ la solution
{
x(t, t0, x0) est definie pour t ≥ t0
x(t, t0, x0) ∈ Bǫ(K)
On peut dire que, si l’on a su de´finir la stabilite´, on peut le faire pour
son contraire, c’est-a` -dire l’instabilite´. Cette dernie`re re´pond a` la de´finition
suivante.
De´finition 2.5.14. (Instabilite´) Soit K un ensemble topologiquement com-
pact et non vide de U ; on conside`re le syste`me (5) et on dit que K est
instable pour ce syste`me, si K n’est pas stable au sens de la de´finition 2.5.13.
De´finition 2.5.15. (Stabilite´ asymptotique) Soit K un ensemble topologique-
ment compact et non vide de U . On dit que K est asymptotiquement stable
pour le syste`me (5), si :
1. K est stable pour le syste`me (5) ;
2. K est attractif pour le syste`me (5).
De´finition 2.5.16. (Stabilite´ Asymptotique Globale) Soit K un compact non
vide de U .
On dit que K est globalement asymptotiquement stable pour le syste`me (5),
si :
1. K est stable pour ce syste`me ;
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Figure 2.4 – Sche´ma des diffe´rents compartiments qu’on peut avoir dans
une mode´lisation e´pide´miologique.
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2. pour tout t0 ∈ I et x0 ∈ U , du syste`me (5) la solution x(t, t0, x0) est
de´finie pour tout t ≥ t0 et
lim
t→∞
d(x(t, t0, x0),K) = 0
d e´tant la distance de´finie sur U .
De´finition 2.5.17. (Stabilite´ Uniforme) Un ensemble compact non-vide K
de U est dit uniforme´ment stable pour le syste`me (5) si, pour tout ǫ > 0, il
existe δ(ǫ) > 0 tel que pour tout t0 ∈ I :
x0 ∈ Bδ(ǫ)(K)⇒
{
x(t, t0, x0) est definie pour t ≥ t0
x(t, t0, x0) ∈ Bǫ(K), ∀ t ≥ t0
Remarque 2. La stabibilite´ uniforme entraˆıne la stabilite´ simple, mais la
re´ciproque est en ge´ne´rale fausse.
Cette stabilite´ re´pond e´galement a` la de´finition suivante :
De´finition 2.5.18. Supposons que 0 soit un point d’e´quilibre du syste`me (5).
On dit que 0 est uniforme´ment stable pour ce syste`me, si et seulement s’il
existe une constante c > 0 et une fonction ρ de classe k telles que :
∀ t0 ∈ I, ∀ x0 ∈ B(0, c), ∀ t ≥ t0 on a : ‖ x(t, t0, x0) ‖≤ ρ(‖ x0 ‖)
De´finition 2.5.19. (Stabilite´ Asymptotique Uniforme)
Un ensemble compact non vide K de U , est dit uniforme´ment asymptotique-
ment stable pour le syste`me (5), si :
1. K est uniforme´ment stable pour le syste`me (5) ;
2. Il existe δ > 0 tel que pour tout ǫ > 0, il existe T (ǫ) > 0 tel que :
∀t0, x0 ∈ Bδ(K)⇒ x(t, t0, x0) ∈ Bǫ(K), ∀ t ≥ t0 + T (ǫ)
De´finition 2.5.20. (Stabilite´ Globale Asymptotiquement Uniforme)
Un ensemble compact non vide K de U est dit globalement uniforme´ment
asymptotiquement stable pour le syste`me (5), si K est uniforme´ment stable
pour le syste`me (5) et si, ∀δ > 0, ∀ǫ > 0 il existe T (δ, ǫ) > 0, tel que :
∀t0 ∈ I, ∀ x0 ∈ Bδ(K)⇒ x(t, t0, x0) ∈ Bǫ(K), ∀ t ≥ t0 + T (δ, ǫ)
Nous pouvons maintenant e´noncer les the´ore`mes dits de Lyapunov.
The´ore`mes de Lyapunov dans le cadre autonome
The´ore`me 2.5.1. (Stabilite´) Supposons que 0 soit un point d’e´quilibre du
syste`me (4). S’il existe un voisinage Ut0 de 0 et une fonction V : Ut0 → R
+,
continue et a` de´rive´es partielles continues, telle que :
1. V soit de´finie positive ;
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2. la de´rive´e totale de V, i.e, V˙ , pour le syste`me (4), soit ne´gative, alors 0
est stable pour le syste`me (4), et on dit que V est une fonction de Lyapunov.
Si, de plus, la de´rive´e totale V˙ pour (4) est de´finie ne´gative, alors 0 est
asymptotiquement stable. V est, dans ce cas, une fonction de Lyapunov
stricte.
The´ore`me 2.5.2. (Instabilite´) Supposons que 0 soit un point d’e´quilibre du
syste`me (4). S’il existe un voisinage U de 0 et une fonction V : U → R+,
continue et a` de´rive´es partielles continues, telle que :
1. ∀ y ∈ U \ {0}, V (y) > V (0) ;
2. la de´rive´e totale de V, i.e V˙ , pour le syste`me (4), soit de´finie positive,
alors 0 est instable pour le syste`me (4).
The´ore`mes de Lyapunov dans le cadre non autonome
The´ore`me 2.5.3. (Stabilite´) Supposons que 0 soit un point d’e´quilibre du
syste`me (5). S’il existe un voisinage Ut0 de 0 et une fonction V : Ut0 → R
+,
continue et a` de´rive´es partielles continues, telle que :
1. V soit de´finie positive ;
2. la de´rive´e totale de V, i.e V˙ pour le syste`me (5) soit ne´gative (resp. de´finie
ne´gative) ;
alors 0 est stable pour le syste`me (5).
La fonction V s’appelle une fonction de Lyapunov.
Si, de plus :
3. V est uniforme´ment borne´,
alors 0 est uniforme´ment stable (resp. uniforme´ment asymptotiquement stable) ;
De plus, si on a :
4. U = Rn et V est radialement non borne´e,
alors 0 est globalement uniforme´ment stable (resp. globalement asymptoti-
quement uniforme´ment stable).
The´ore`me 2.5.4. (Instabilite´ de Chetaev) Si le syste`me (5) admet l’origine
comme point d’e´quilibre et s’il existe un voisinage U⊔′ et une fonction V :
U⊔′ → R
+ continue et ayant des de´rive´es partielles continues, telle que :
1. ∀ ǫ > 0, ∃ x0 ∈ B(0, ǫ) ; ∀ t ≥ 0, V (t, x0) ≤ 0
2. La fonction V est minore´e par une constante finie sur Ω′. 15
3. la de´rive´e totale V˙ pour le syste`me (5) est de´finie ne´gative sur Ω′, alors
l’origine est instable.
15. un sous-domaine non vide de
Ω = {y ∈ Ut0 ; V (t, y) ≤ 0, ∀ t ≥ t0}
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Depuis qu’elle a e´te´ mise au point, cette me´thode a connu un succe`s
tel, qu’elle est de´sormais la plus utilise´e. C’est ainsi que Mena-Lorca et He-
thcote (1992) ont e´tabli la stabilite´ globale de l’unique point d’e´quilibre
ende´mique de leur mode`le SIRS, quand la taille de la population est va-
riable, que le recrutement de nouveaux individus est constant et que le taux
de mortalite´ est nul. De leur coˆte´, Thieme et van den Driessche (1999) ont
conside´re´ un mode`le SIRS dans lequel le compartiment des Gue´ris (R) a des
niveaux distribue´s (distributed stages). Ils montrent la stabilite´ globale de
l’unique point d’e´quilibre ende´mique, lorsqu’il existe, en utilisant les tech-
niques des e´quations diffe´rentielles inte´grales et une fonction de Lyapunov.
Dans le meˆme ordre d’ide´es, Liu et al. (2010) s’inte´ressent a` la stabilisation
robuste des syste`mes line´aires d’inclusions diffe´rentielles avec retard. Une
loi de re´troaction non line´aire est e´tablie, en utilisant l’enveloppe convexe
des fonctions de Lyapunov quadratiques, pour rendre l’e´tat d’e´quilibre ex-
ponentiellement stable ; car on sait en effet que les mode`les e´pide´miologiques
avec un taux d’incidence biline´aire SI ont ge´ne´ralement un e´quilibre trivial
qui est asymptotiquement stable, correspondant a` l’e´quilibre sans maladie
ou un e´quilibre non trivial qui est asymptotiquement stable correspondant
a` l’e´quilibre ende´mique. Lu (2009) a conside´re´ un mode`le e´pide´mique SIRS,
avec ou sans retard et influence´ par des perturbations ale´atoires. Il a pre´sente´
les conditions de stabilite´ de l’e´quilibre sans maladie du mode`le SIRS associe´
au syste`me stochastique.
2.5.2 Le crite`re de Routh-Hurwitz
Dans l’optique de re´soudre le syste`me et apre`s l’obtention de son po-
lynoˆme caracte´ristique, viennent la question des points d’e´quilibre a` recher-
cher, puis celle de la stabilite´ de ces derniers. Or, lorsque le degre´ d’une
e´quation est supe´rieur a` 2, la de´termination des points d’e´quilibre n’est pas
toujours garantie, et, par la meˆme, la stabilite´ de ces derniers.
Heureusement que , le crite`re de Routh-Hurwitz, e´labore´ en 1874, permet de
de´terminer la stabilite´ d’un syste`me, sans pour autant exiger la re´solution
du polynoˆme caracte´ristique. Ce crite`re est base´ sur deux principales condi-
tions, une ne´cessaire et l’autre suffisante.
Condition ne´cessaire : Soit le polynoˆme caracte´ristique suivant :
Pn(x) = a0x
n + a1x
n + ...+ an1x+ a0
ou` ∀i = 0, 1, ..., n, ai > 0 ou` tous les ai sont de meˆme signe.
Le crite`re de Routh-Hurwitz est base´ sur une e´tude des coefficients du po-
lynoˆme caracte´ristique. En effet, il requiert la construction d’un tableau,
dont les premie`re et deuxie`me lignes sont respectivement constitue´es des
termes an, an−2, an−4, ... et an−1, an−3, an−5, ... Les termes des lignes sui-
vantes se calculent a` partir de ceux des lignes pre´ce´dentes selon la formule
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de re´currence ci-dessous :
An−j = Bn−j+2 −
An−j+2
An−j+1
Bn−j+1Bn−j = Cn−j+2 −
An−j+2
An−j+1
Cn−j+1...
Cela permet de remplir un tableau comme celui illustre´ ci-dessous.
an = An an−2 = Bn an−4 = Cn ... a0(n pair)
an−1 = An−1 an−3 = Bn−1 an−5 = Cn−1 ... a0(n impair)
an−2 −
anan−3
an−1
= An−2 an−4 −
anan−5
an−1
= Bn−2 Cn−2 ... 0
An−3 Bn−3 Cn−3 ... 0
... ... ... ... 0
A2 a0 = B0 0 ... 0
A1 0 0 ... 0
a0 = A0 0 0 ... 0
La proposition suivante nous permet d’avoir une condition suffisante pour
la stabilite´ d’un syste`me.
Proposition 2.5.21. Le syste`me est stable, si et seulement si, tous les
termes de la premie`re colonne du tableau de Routh (appele´e se´rie de Routh
ou colonne de Routh) sont de meˆme signe, c’est-a`-dire si tous les coefficients
Ai sont de meˆme signe.
A ce stade, nous avons quelques proprie´te´s importantes qui de´coulent de
ce crite`re :
• Il y a autant de racines a` partie re´elle positive que de changements de
signe dans la colonne de Routh.
• L’apparition de lignes de ze´ros signifie qu’il existe des racines doubles
imaginaires pures.
• Si A0 = 0 et les autres Ai sont de meˆme signe, alors le polynoˆme
caracte´ristique a une racine nulle et n − 1 racines a` parties re´elles
ne´gatives.
• Si A1 = 0 et que les autres termes Ai sont tous de meˆme signe, alors
le polynoˆme caracte´ristique posse`de deux racines complexes conjugue´es
et n− 2 racines a` partie re´elle ne´gative.
La ve´rification de la stabilite´ d’un syste`me est imme´diate, lorsque les co-
efficients ai ont des valeurs nume´riques connues ; dans le cas contraire, les
conditions de stabilite´ s’e´crivent sous forme d’ine´galite´s. Le crite`re de Routh-
Hurwitz est surtout utilise´ dans le cas de mode`les de´terministes, comme
l’ont fait Li et al. (2006) pour l’e´tude de leur mode`le de type SEIR, avec
une immigration suppose´e constante. Apre`s l’obtention d’une re´gion de fai-
sabilite´, ils trouvent des conditions permettant la positivite´ des Infectieux
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Figure 2.5 – Sche´ma des diffe´rentes e´tapes de transmission du paludisme
chez le vecteur et chez l’hoˆte
en l’e´tat d’e´quilibre ende´mique et de´terminent le taux de reproduction de
base. Puisque qu’ils conside`rent que la population est constante, Li et al.
occultent l’e´quation des Susceptibles, dans le cas ende´mique. Puis, apre`s
avoir de´termine´ l’e´quation caracte´ristique du syste`me, ils trouvent la condi-
tion menant a` la stabilite´ asymptotique de l’e´quilibre ende´mique du syste`me
e´tudie´. Song et Ma (2006) ont, eux aussi, utilise´ ce crite`re pour de´terminer
la stabilite´ asymptotique locale du point d’e´quilibre ende´mique, dans un
mode`le avec retard. Ils ont e´tudie´ une revisite du mode`le SIR, en y incluant
un retard chez les Infectieux, pour mode´liser la pe´riode d’incubation, avec
trois taux de mortalite´ diffe´rents, en fonction du compartiment dans lequel
se trouve l’individu, en faisant bien entendu l’hypothe`se que le taux de mor-
talite´ des Infectieux est plus important que les deux autres et que le taux
de natalite´ de´pend de la densite´.
2.6 La notion de retard dans la mode´lisation
Pour construire un mode`le dans lequel la the´orie colle avec la re´alite´
sur le terrain, il faut connaˆıtre le fonctionnement biologique de ce que l’on
veut mode´liser. La mode´lisation de´pend donc e´troitement des connaissances
biologiques, et aussi et surtout de ce que l’on veut montrer, c’est-a`-dire de
l’aspect que l’on veut mettre en lumie`re (Rogier et Sallet 2004).
51
C’est dans cette optique que le retard a de plus en plus d’importance dans
la mode´lisation, et les e´quations a` retard sont, par la` meˆme, de plus en plus
utilise´es. Ces e´quations se sont e´tendues a` de nombreux domaines, comme la
physique, la biologie ou la the´orie des e´pide´mies, pour ne citer que celles-ci.
Le retard joue un roˆle important en e´pide´miologie, car, dans le cas d’une
maladie infectieuse comme le paludisme par exemple, il permet de prendre en
compte la pe´riode d’incubation, c’est-a`-dire le temps entre le moment ou` un
individu est infecte´ par une maladie et celui ou` il est capable de transmettre
cette maladie a` son tour. On peut ainsi voir, dans la Figure 2.5, comment
le Plasmodium se transmet chez les vecteurs que sont les anophe`les femelles
et chez les hoˆtes que sont les hommes.
Le retard a e´te´ introduit par Volterra, qui a utilise´ un terme inte´gral, dans
lequel il a distribue´ le retard, pour examiner l’effet cumulatif du taux de
mortalite´ d’une espe`ce.
Le mode`le qui a e´te´ conside´re´ de`s lors est une e´quation inte´gro-diffe´rentielle
(e´quation logistique a` retard distribue´) :
dx
dt
(t) = rx(t)(1−
1
K
∫ +∞
0
F (t− s)x(s)ds)
ou` F repre´sente le noyau retard, correspondant a` une ponde´ration du retard.
Plusieurs autres auteurs ont introduit le retard dans leurs mode`les. Ma et
al. (2002) ont fait l’e´tude de la continuite´ d’un mode`le e´pide´mique SIR, avec
des retards distribue´s. Base´ sur des techniques connues sur les ensembles li-
mites des syste`mes diffe´rentiels, ils montrent que, pour tout de´lai, le mode`le
e´pide´mique SIR est permanent, si, et seulement si, l’e´quilibre ende´mique
existe. C’est ainsi que Song et al. (2007) ont, eux aussi, conside´re´ la conti-
nuite´ d’un mode`le e´pide´mique SIR modifie´ par un retard, posse´dant un taux
de natalite´ de´pendant de la densite´. Ils montrent que la dynamique globale
de leur mode`le est similaire a` celle obtenue dans le mode`le de Ma et al..
La dynamique de re´troaction des moustiques a` l’homme et de l’homme aux
moustiques ne´cessite des retards conside´rables, en raison des pe´riodes d’in-
cubation des parasites. C’est dans ce cadre que Ruan et al. (2008) ont ainsi
introduit le retard dans le mode`le de Ross-McDonald pour la transmission
du paludisme. En e´tudiant le nombre de reproduction de base obtenu, ils
montrent que celui-ci est une fonction de´croissante des deux retards intro-
duits. Puis Meng et al. (2009) ont propose´ un mode`le de maladie e´pide´mique
SEIRS, avec deux retards et une transmission verticale (c’est-a`-dire des pa-
rents vers les enfants). L’analyse de la dynamique des comportements du
mode`le se fait sous l’effet de la vaccination. Ils obtiennent des conditions
suffisantes pour la continuite´ du mode`le e´pide´mique, sous l’impulsion de la
vaccination, et montrent que les temps de retard, l’effet de la vaccination et
la transmission verticale peuvent causer diffe´rents effets sur la dynamique
du comportement du mode`le, et ce au moyen d’analyses nume´riques.
Le lecteur est renvoye´ a` la bibliographie du chapitre suivant et a` la biblio-
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graphie ge´ne´rale, a` la fin du manuscrit, pour les re´fe´rences cite´es dans ce
chapitre.
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Chapitre 3
Demography and Diffusion in
Epidemics : Malaria and
Black Death Spread
J. Gaudart 1, M. Ghassani2 J. Mintsa2, M. Rachdi2, J. Waku2 and J.
Demongeot 2 3 ,
This chapter is from the article on Acta Biotheoretica de Septembre 2010,
Volume 58, Issue 2-3, pp. 277-305.
Abstract. The classical models of epidemics dynamics by Ross and McKendrick
have to be revisited in order to incorporate elements coming from the demography
(fecundity, mortality and migration) both of host and vector populations and from
the diffusion and mutation of infectious agents. The classical approach is indeed
dealing with populations supposed to be constant during the epidemic wave, but the
presently observed pandemics show duration of their spread during years imposing
to take into account the host and vector population changes as well as the transient
or permanent migration and diffusion of hosts (susceptible or infected), as well
as vectors and infectious agents. Two examples are presented, one concerning the
malaria in Mali and the other the plague at the middle-age.
Keywords. Epidemics modelling · Contagious diseases · Endemic state · Black Death
· Demographic dynamics Reaction-diffusion.
3.1 Introduction
Major advances in epidemics modelling have been done recently by introdu-
cing demographic aspects (i.e. consideration of host and vector populations whose
1. LERTIM, EA 3283, Aix-Marseille University, Faculty of Medicine, 27 Bd Jean Mou-
lin, 13385 Marseille Cedex 5, France
2. TIMC-IMAG, AGIM3, UMR CNRS 5525, Faculty of Medicine of Grenoble, Univer-
sity J. Fourier, La Tronche, 38700, France
3. Corresponding author : Jacques.Demongeot@imag.fr
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global size changes during both epidemic and endemic histories) as well as spatial
aspects about host, vector or infectious agent spread or genetic change (Gaudart
et al. 2010). Mathematical tools corresponding to these improvements have been
recently introduced making the classical models more realistic, hence more conve-
nient for prediction and anticipation (like vaccination or other measures of public
health limiting the contagion). As examples of application, the dynamics of two in-
fectious diseases will be studied : the malaria endemics in the South of Mali, and a
well-known historic plague epidemics, the Black Death (1347-1352), which occurred
at the Middle Age and whose demographic and socio-economic consequences were
dramatic : about 25 million deaths in Europe, and 25 million in Asia (Prentice and
Rahalison 2007).
Despite remaining simple, the models presented in this paper account qualitati-
vely for the morphology of the endemic spatial distribution and the epidemic front
waves. Perspectives will be drawn concerning present epidemic risks, in which a
model like those well retro-predicting the Black Death episode could be ”mutatis
mutandis” useful to predict the dynamical behavior of future epidemics.
3.2 Classical epidemiology : the Ross-McKendrick
model
After the first historical model by Bernoulli (Bernoulli 1760 ; Zeeman 1993 ;
Dietz and Heesterbeeck 2000 and 2002) proposed for explaining the small pox dy-
namics, many discussions occurred about the efficacy of firstly the inoculation and
secondly the vaccination (d’Alembert 1761 ; Murray 1763 ; L’Epine 1764 ; Lambert
1772 ; May 1770 ; Trembley 1796). In the model princeps, the population is divi-
ded into susceptibles (not yet been infected) and immunes (immunized for the rest
of their life after one infection), and the two variables are u(a), the probability
for a newborn individual of being susceptible (and alive) at age a, and w(a), the
probability of being immune (and alive) at age a. R. Ross (Ross 1916) and A.J.
McKendrick (McKendrick 1925 ; Kermack and McKendrick 1932 and 1933) pro-
posed a differential model called Susceptible-Infectives-Recovered with immunity
(SIR) model, whose equations are :
dS/dt = δS + δI + (δ + γ)R− βSI − δS
dI/dt = βSI − (ν + δ)I (1)
dR/dt = νI − (δ + γ)R
where S (resp. I, R) denotes the size of Susceptible (Infective, Recovered) popula-
tion with S+I+R = N , β (resp. δ, γ, ν) being the contagion (resp. death/birth, loss
of resistance, immunization) rate (Fig.3.1) (May and Anderson 1984). The epide-
mic parameter R0 = βN/(γ+ δ) is the mean number of secondary infecteds by one
primary infective and predicts, if it is greater than 1, the occurrence of an epidemic
wave. By defining age classes called Si, Ii and Ri(i = 1, ..., n) in each subpopulation
S, I and R, we have at any stationary state (S∗, I∗, R∗) :
u∗(i) =
S∗i
S∗1
, v∗(i) =
I∗i
I∗1
, w∗(i) =
R∗i
R∗1
(2)
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Figure 3.1 – Picture of D. Bernoulli (top left) ; interaction digraphs of
the Ross-McKendrick model having one (top right) and three (bottom) age
classes, with identical βi’s and γi’s and no fecundity in elderly classes S3
and I3
The relationships (2) between the probabilities for a newborn of being alive and
either susceptible, infected or immune at age a make the link between the Bernoulli
and the Ross-McKendrick models, but the weakness of the later still resides in many
insufficiencies and approximations :
• when the population size of either susceptibles or infectives tend to be very
large, the quadratic term SI has to be replaced by a Michaelian term
SI/(k + S)(k′ + I)
• the immunized infectives or healthy carriers are neglected
• the total population size is supposed to be constant, the fecondity just equal-
ling the natural mortality. The Bernoulli model taken implicitly into account
the fecundity, and explicitly the natural mortality. The model by d’Alembert
improved the Bernoulli’s one by distinguishing the specific mortality due to
the infectious disease from the natural one, being more widely applicable
than the model by Bernoulli which was restricted to immunizing infections.
In d’Alembert’s method the only task was to calculate the survival function
after eliminating a particular cause of death (the infectious disease), but the
Bernoulli’s approach provided much more insight for a mechanistic interpre-
tation of infectious disease data
• variables and parameters are not depending on space (no migration nor po-
pulation displacement)
• parameters are not depending on time (no genetic adaptation of infectious
agent or human population, even very slow compared to the fast dynamics
of epidemics).
We will now improve the Ross-McKendrick model by trying to partly compensate
these defects. We will first introduce the age classes into the host population to
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account for its growth, the space dependence to account for the host and vector po-
pulation migration, and eventually propose to take into account the genetic changes
in all concerned populations before presenting an example of application and some
perspectives.
3.3 Introduction of demographic dynamics
3.3.1 Introduction of age classes
By introducing age classes, we add new demographic parameters as the fecun-
dity rate fi, equal to the mean number of offsprings a person in class i is sending
in class 1 between t and t + dt, and the survival (resp. death) rate bi (resp. µi)
equal to the probability to survive from age i to age i + 1 (resp. to die at age
i) between t and t + dt. When the biological age is defined by the physiology of
cells and tissues (Demongeot 2009) with the possibility to remain in the same age
between t and t+ dt (despite of the fact that the chronological age is increasing of
dt), then β + bi + µi < 1. The equations of the extendend Ross-McKendrick model
corresponding to 2 age classes are the following (cf. Fig. 3.1, by reducing the class
number from 3 to 2) :
dS1
dt
= −(β11I1 + β12I2)S1 − b1S1 + γ1I1 + f
S
1 S1
+ fS2 S2 + (1− θ1)f
I
1 I1 + (1− θ2)f
I
2 I2 − µ1S1
dS2
dt
= −(β21I1 + β22I2)S2 + b1S1 + γ2I2 − µ2S2 (3)
dI1
dt
= (β11I1 + β12I2)S1 − b
′
1I1 − γ1I1 + θ1f
1
1 I1 + θ2f
1
2 I2 − µ
′
1I1
dI2
dt
= (β21I1 + β22I2)S2 + b
′
1I1 + γ2I2 − µ
′
2S2
herein µ
′
i incorporates the mortality rate due to the disease, βji is the ”efficient
contagion rate” of susceptible Sj by infective Ii, 1/γi is the duration of the infective
stage, fzi , with i = 1, 2 and z = S, I, denote fertility rates satisfying 0 ≤ f
I
i ≤ f
S
i ,
and finally 0 ≤ θ1, θ2 ≤ 1 are the probabilities of vertical transmission. To be more
precise in introducing the age classes, in particular with the biological age, we have
to recall the classical models used for modelling the population growth (Doliger
2006 ; Demongeot 2009).
3.3.2 Leslie model
The population growth has been modelled by Leslie (Leslie 1945) using the
”age pyramid” vector x(t) = (xi(t))i=1,...,n, where xi(t) represents the size of the
age class i at time t, with i ranging from the birth age 1 to the maximal death age
n, whose discrete dynamics is governed by the matrix equation :
x(t) = Lx(t− 1), (4)
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where
L = (Lij) =


f1 f2 f3 . . . . fn
b1 0 0 . . . . 0
0 b2 0 . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . bn−1 0

 (5)
and where bi = 1− µi ≤ 1, ∀i = 1, . . . , n, is the survival probability betwen ages i
and i+1 and fi is the fecundity at age i (i.e. the mean number of offsprings from an
individual at age i). The dynamical stability for the L2 distance between the statio-
nary age pyramid w and the current age pyramid is related to |λ−λ′|, the modulus
of the difference between the dominant and sub-dominant eigenvalues of L, namely
λ = er and λ′ (r being the Malthusian growth rate), where w is the eigenvector
of L corresponding to λ. The dynamical stability for the Kullback distance to the
stationary distribution of the probabilities that the mother of a newborn be in age
i, is related to the population entropy H (Demongeot and Demetrius 1989).
3.3.3 Usher model
The possibility to remain in the same biological age (corresponding to an in-
crease of the longevity) or to pass over a biological age state (corresponding to an
acceleration of ageing) between t and t+dt has been modelled by Usher (Usher 1969)
using the vector x(t), whose discrete dynamics is ruled by the matrix equation :
x(t) = U x(t− 1) (6)
where
U = (Uij) =


α1 + f1 f2 f3 . . . fn−1 fn
β1 α2 0 . . . 0 0
γ1 β2 α3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . αn−1 0
0 0 0 . . . βn−1 αn


(7)
and where αi (resp. βi and γi) is the probability to remain in state i (resp. to go
to state (i+1) and (i+2)) between times t and t+1, with αi+ βi+ γi = 1− µi ≤
1, ∀ i = 1, . . . , n. Like in the Leslie model of the previous Section, the dynamical
stability for the L2 distance between the stationary age pyramid w and the current
age pyramid is linked to |λ− λ′|.
3.3.4 Mathematical properties
Let us suppose that the last fecundity parameter fn is strictly positive (which
is for example the case for both host and vector populations if the last age class
keeps at least one fertile individual), then because the subdiagonal is supposed to
be strictly positive, L and U are irreducible and non-negative. Then from the Fro-
benius’ theorem, L and U have a strictly positive, simple dominant eigenvalue λ,
with an associated strictly positive eigenvector (stable age pyramid). The popula-
tion is constant (resp. in explosion, in extinction) if the Malthusian parameter r
verifies : r = log(λ) = 0 (resp. > 0, < 0). For example, let us consider the model
with two age classes both for hosts and vectors, whose dynamics is driven by Eq. 3
and interaction graph is given in the case of 3 age classes in Fig. 3.1. Let us denote
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si = kSi and ii = kIi. Various possibilities of demographic evolution and stability
of the endemic state can be observed depending on the set of values fixed for the
model parameters :
1. fS2 = 499k/100, f
I
2 = 0.2k, b1 = 98k/96, b
′
1 = k, µ1 = µ
′
1 = 0, µ2 = 49k/100,
µ′2 = 4k/5, β11 = 4k
2/100, γ1 = k/5, β22 = β12 = β21 = 0, γ2 = 0. Then, if
k = 1, we have :
dS1
dt
= (20− 4S1)I1/100− 98S1/100 + 499S2/100
dS2
dt
= 98S1/100− 49S2/100 (8)
dI1
dt
= 4I1S1/100− I1/5− 4I1/5 + 0.2I2
dI2
dt
= 4I1/5− 4I2/5
The two stationary points are denoted by (s∗1, s
∗
2, i
∗
1, i
∗
2) = (0, 0, 0, 0) and
(s∗∗1 , s
∗∗
2 , i
∗∗
1 , i
∗∗
2 ) = (20, 40, 15, 15) and they are both locally unstable. It is
easily proved by calculating the Jacobian matrix J of the system (8) at the
second endemic state and searching for roots of its characteristic polynomial.
For the second stationary point, we have :
J − λI ≈


−1.6− λ 5 −0.8 0
1 −0.5− λ 0 0
0.6 0 −0.2− λ 0.2
0 0 0.8 −0.8− λ


Its characteristic polynomial P satisfies :
P (λ) = (−0.8− λ)
[
(−0.2− λ) [(−0.5− λ)(−1.6− λ)− 5]− 0.48(0.5 + λ)
]
−0.16 [(−0.5− λ)(−1.6− λ)− 5]
P (0) > 0 and P (∞) > 0, then λ > 0
P (1) < 0, then λ > 1.
P (λ) = (−0.8− λ)
[
−λ3 + 1.9λ2 + 4.94λ+ 0.6
]
− 0.16λ2 − 0.336λ+ 0.672
= λ4 − 1.1λ3 − 3.42λ2 − 4.552λ− 0.48− 0.16λ2 − 0.336λ+ 0.672
= λ4 − 1.1λ3 − 3.58λ2 − 5.188λ+ 0.192
P ′(λ) = 4λ3 − 3.3λ2 − 7.16λ− 5.188
P ′′(λ) = 12λ2 − 6.6λ− 7.16
P ′′′(λ) = 24λ− 6.6
From the endemic state, the population grows with a Malthusian parameter
greater than 1 (on Fig. 3.2, the dominant eigenvalue λ is greater than 3), then
N is not constant and the Ross-McKendrick framework is no more available.
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Figure 3.2 – Graphs of the functions P (λ), P ′(λ) and P ′′(λ)
2. fS2 = 109k/100, f
′
2 = 0.2k, b1 = 98k/96, b
′
1 = k, µ1 = µ
′
1 = 0, µ2 = 49/100,
µ′2 = 4k/5, β11 = 4k
2/100, γ1 = k/5, β22 = β12 = β21 = 0, γ2 = 0.
Then, if k = 1 :
dS1
dt
= (20− 4S1)I1/100− 98S1/100 + 109S2/100
dS2
dt
= 98S1/100− 49S2/100 (9)
dI1
dt
= 4S1I1/100− I1/5− 4I1/5 + 0.2I1
dI2
dt
= 4I1/5− 4I2/5
The characteristic polynomial P of the endemic state (s∗∗1 , s
∗∗
2 , i
∗∗
1 , i
∗∗
2 ) =
(20, 40, 2, 2) of the system (9) satisfies :
P (λ) = (0.8− λ)[(−1.8− λ)[(−0.5− λ)(−1− λ)− 1]− 0.05(0.5 + λ]
− 0.16[(−0.5− λ)(−1− λ)− 1]
Then P (0) < 0 and P (∞) > 0, ensuring that the dominant eigenvalue λ is
strictly positive, and P (1) > 0, then λ < 1. The endemic state is unstable
and all populations are in extinction.
3. fS2 = k ; f
I
2 = 3k/4 ; b1 = b
′
1 = 3k/4 ; µ1 = µ
′
1 = 0 ; µ2 = µ
′
2 = k ; β11 = k
2/4 ;
γ1 = k/4 ; β22 = β12 = β21 = 0 ; γ2 = 0.
Then, if k = 1 :
dS1
dt
= (1− S1)I1/4− 9S1/16 + S2
dS2
dt
= 9S1/16− S2 (10)
dI1
dt
= S1I1/4− I1/4− 9I1/16 + 3I2/4
dI2
dt
= 9I1/16− I2
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The characteristic polynomial P of the endemic state (s∗∗1 , s
∗∗
2 , i
∗∗
1 , i
∗∗
2 ) =
(1/4, 9/64, 0, 0) of the system (10) satisfies :
164P (λ) = (−16− 16λ)[(−12− 16λ)[(−16− 16λ)(−9− 16λ)− 144]
− 108[(−9− 16λ)(−16− 16λ)− 144]]
Then P (0) = 0, P (∞) > 0 and P (x) > 0, if x > 0, ensuring that the domi-
nant eigenvalue λ is equal to zero. All populations are locally stable only in
the Lyapunov sense, but are asymptotically unstable.
4. fS2 = k/2, f
′
2 = 0, b1 = b
′
1 = 2k/3, µ1 = µ
′
1 = 0, µ2 = µ
′
2 = k, β11 = k
2/2,
γ1 = k/2, β22 = β12 = β21 = 0, γ2 = 0. Then, if k = 1 :
dS1
dt
= (1− S1)I1/2− S1/3 + S2/2
dS2
dt
= S1/3− S2 (11)
dI1
dt
= S1I1/2− I1/2− I1/3
dI2
dt
= I1/3− I2
The characteristic polynomial P of the endemic state (s∗∗1 , s
∗∗
2 , i
∗∗
1 , i
∗∗
2 ) =
(2/3, 2/9, 2/3, 2/9) of the system (11) satifies :
64P (λ) = (−6− 6λ)
[
−216λ3 − 408λ2 − 294λ− 54
]
= 1296λ4 + 3774λ3 + 4212λ2 + 2088λ+ 324
Then P (0) > 0, P (∞) > 0 and P (x) > 0, if x > 0, ensuring that the dominant
eigenvalue λ is strictly negative. The endemic state is locally stable.
3.4 Introduction of spatial dynamics
The introduction of the space in Ross-McKendrick models can be made through
stochastic spatial Markovian or renewal models (Demongeot and Fricot 1986), or
deterministic Partial Differential Equations (PDE) in which the diffusion of hosts or
vectors is modelled by the Laplacian operator ∆ or possibly the d’Alembertian ,
when some sub-populations can present an accelerated ageing (Demongeot 2009b).
These models are called SIGR with Diffusion (SIGRD) (de Magny et al. 2005). The
Bankoumana model is a double SIGRD model (Gaudart et al. 2007, 2009 and 2010)
whose PDE equations have spatial initial conditions essentially determined by the
spawning zones of mosquitos in backwater places.
These zones are depending on the rainfall, e.g. the spawning places of Anopheles
gambiae - the malaria vector - are located on backwater perimeter, whose length is
equal to 0 in absence of rain (stable dry season), tends to infinity when backwater
is progressively fulfilled by water (fractal transient phase during the season transi-
tion) and diminishes until 2πR, where R is the radius of the final backwater mare
(stable rainy season). During the susceptible host and infective Anopheles spread,
the maximum of contagion is observed on the common zones of least diffusion of
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Figure 3.3 – Representation of the co-evolution of the 0-diffusion domains
for interacting species S (blue) and Ai (red) in case of isotropic diffusion
(left). Asymptotic co-existence of S and Ai on their common 0-diffusion
domain (right)
both hosts and vectors, which can be asymptotically confounded : as for the mor-
phogens interaction in morphogenesis, the common zero-diffusion domain allows a
maximum of contagious contacts between interacting species (Abbas et al. 2009).
During the stable rainy season, taking into account the diffusion of all vector sub-
populations As, Ag and Ai (Anopheles susceptible, infected/non infective and in-
fective) until the human subpopulations S,G, I and R (susceptible, infective, infec-
ted/non infective and recovered), it is possible to simulate the model and compare
its numerical results to the data recorded on the ground, showing a good fit. In
order to improve this fit, contagion parameters are chosen depending on space, e.g.
maximum in zones where diffusion of infective vectors and hosts (whose concen-
tration is respectively Ai and G) is minimum and in zones where concentration of
susceptibles (As and S) is maximum ensuring locally a large coexistence time, hence
a high contagion rate between large interacting subpopulations (Dutertre 1976).
In case of isotropic diffusion, the zero Laplacian (or zero curvature or maximal
gradient) lines of the concentration surfaces of the concerned populations become,
if they intersect, a contagion frontier, where hosts, vectors and infectious agents
interact. These lines correspond to regions where the mean Gaussian curvatures
on surfaces of concentration S and Ai, defined respectively by ∂
2S/∂x2∂2S/∂y2 −
(∂2S/∂x∂y)2 and ∂2Ai/∂x
2∂2Ai/∂y
2−(∂2Ai/∂x∂y)
2, vanish. Figure 3.3 shows the
possibility of such an intersection on only one tangency point or two intersection
points (left) and on whole zero-diffusion curves asymptotically confounded (right)
for a convenient value of the ratio between the diffusion coefficients DS/DAi (Ab-
bas et al. 2009).
3.5 Biological age definition
The discrete Usher matrix Eq.6 can be replaced by its continuous equivalent
modelling the population growth, e.g. a von Foerster-like partial differential equa-
tions, where σS denotes the biological age shift of an individual susceptible with
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respect to its chronological age t :
σSSx(a, t) + St(a, t) = −µSS(a, t), (12)
where S(a, t) is the number of susceptibles in biological age a at time t.
If the dependence on the biological age authorizes the ageing acceleration γS of
an individual with respect to its chronological age t, the generalized von Foerster
equation can be used (Demongeot 2009) :
σSSx(a, t) +S + St(a, t) = −µSS(a, t), (13)
where the demographic d’Alembertian operator is equal to S = γs∂
2S/∂a2−∆N
and where µS is the natural mortality coefficient of the susceptibles (Demetrius
1979 ; Demongeot 1983 ; Brouns and Denuit 2001).
The same type of equation can be used for all host and vector population dynamics.
The values of parameters like σS , γS and µS can depend both on space, biological
age and time.
3.6 Introduction of saturation kinetics and genetic
drifts
As noticed in (Horie et al. 2010), the viral genome is easily mutating and trans-
ferring new genes to both hosts and vectors, these latter being often also hosts and
rarely neutral healthy carriers. The vst majority of these new genes apparently do
nothing, but some still produce working proteins or contribute to code for small
regulatory RNAs (siRNAs or miRNAs) or for RNA-binding oligo-peptides, impor-
tant traduction factors. It is yet impossible to know what these RNAs, peptides or
proteins exactly do. But our ancestors have domesticated their viral interlopers to
act as partners of our cells (Fig. 3.4). In the example discovered by (Horie et al.
2010), bornaviruses have clearly taken part to the evolution of mammals.
Taking into account in the models of viral epidemics these genetic transfer could
allow to explain the apparition of resistances both in hosts and vectors diminishing
their ability to build viral proteins, and also on the viral side, could render ex-
plicit certain stategies for escaping the host immunologic defences (Demongeot et
al. 2009 ; Thuderoz et al. 2010). A way to incorporate this triple win game (wins
for hosts, vectors and also infectious agents which have survived and coexist toge-
ther during the evolution) consists in rendering dependent the contagion, fecundity,
longevity and death parameters of both hosts and vectors on the level of contact
represented by the term βSAi. This dependence is supposed to decrease β, σ, γ
and µ, and at the same time increase f : indeed, the largest is the contact num-
ber, the most adapted in terms of low susceptibility, high fecundity and longevity
are the population of ahosts and vectors offering to the infectious agent numerous
targets to survive, and to hosts and vectors a way to evolve rapidly in order to
increase their adaptive power. The decreasing functions could be linear between
two thresholds,the upper corresponding to the situation of a new infectious agent
whose virulence is maximal, and the lower to endemics resulting from a long coha-
bitation between the infectious disease actors. The advantage for vectors would be
for example clear, if the host disease causes also a disease in the vector, because
evolved vectors with resistance would be healthier and would have an adaptive
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Figure 3.4 – The triple wins game in which hosts and vectors use the viral
genome for making evolve their own genomes, and the viruses survive thanks
to these latter, which code for their proteins
advantage. The strategy of infectious agents would be then to evolve around the
vectors and hosts defences, circumventing and overcoming them (Baum et al. 2004).
The observation in model simulations of a periodic time evolution of the parameter
values with the possibility to randomly reset them at their upper threshold values
(representing the mutation of an ancient virus or the occurrence of a new one)
could render the model more realistic hence more adapted to simulated scenarios
for testing public health policies and anticipating real epidemics or pandemics.
3.7 Black Death
3.7.1 Introduction
Plague was considered as endemic in the steppes of Southern-Russia where Mongols
originated (Zhang et al. 2008). Born in the Caspian sea area (probably triggered by
contacts between Mongolian and Genoa sailors and warriors in wars around 1346),
the European epidemic wave went through the mean of Mediterranean routes (Fig.
3.5). It reached ports like Marseilles in France and Genoa in Italy at the end of
the year 1347. During 5 years it was spread widely in Europe from these two large
commercial cities and come back to the Caspian reservoir. A simple Susceptibles-
Infectives model with Diffusion (SID) explains the essential of the observed front
wave dynamics during years between 1348 and 1350. The model uses only 3 coeffi-
cients : (1) a local viscosity proportional to the altitude, (2) a contagion parameter
and (3) a death/recovering parameter (representing the future of infecteds as dead
or immunized after being cured of the plague).
3.7.2 The raw data
Data are coming from numerous different sources, like parish, bishop, monastery
and hospital registers, abbey cartularies, town council registers, e.g., riformagioni
in Italy (Carpentier 1993), cemeteries,... For example, a part of data comes from
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a monastic order, the Hospitaller Order of St Anthony founded at La Motte (pre-
sently Saint Antoine) in the Dauphine´ (France) in 1095 near Grenoble by Gaston
du Dauphine´, whose son was struck by a fungal disease, known in the Middle Ages
as Saint Anthony’s fire (ergotism), caused by a transformation of the grain (often
rye) into enlarged, hard, brown to black spur-like structures that constitute the
source of the drug ergot in flour and causes convulsions often leading to death.
The members of this Order were specialised in curing patients suffering from this
disease. The Order was approved by Pope Urban II during the Council of Clermont
in 1095. Later in 1218, Pope Honorius III permitted the brothers to take the vows of
obedience, poverty and chastity. In the thirteenth century the Order spread over the
whole of Western Europe with about 370 hospitals in the fourteenth century, able
to treat about 4,000 patients. This organization permitted to the order to receive
about 1,500 patients suffering of the plague and since 1339 has been in relationship
with the University of Grenoble under the Dauphin Humbert.
The origine of the Black Death epidemics is uncertain (Wheelis 2002). Wars bet-
ween Mongols and Chinese contributed to its dissemination in Asia. In 1334, in the
North-Eastern Chinese province of Hopei, the plague was particularly virulent and
killed about 90% of the population - some 5 million people. Then it went in Europe
from east, striking Caucasia and Crimea (Wheelis 2002). In 1346, Tatars attacked
the port of Caffa, presently in Ukraine but belonging at this time to Genoa. After
an agreement between Genoa and Tatars, the conflict ceased and ships from Caffa
transmitted the disease in each ports at which they stop. Hence in 1347, the Black
Death arrived first in Constantinople, then in the Mediterranean trade cities : Mes-
sine in Sicily, and after Genoa (where commercial boats were sent back for a time)
and Marseilles (where boats have been accepted for commercial reasons) at start
of the year 1348.
The diffusion of the plague is probably due to rat infestations and abundant fleas
in trade ships, transmitting plague to city rat populations (Wheelis 2002). From
bubonic plague, the outbreak continuation appears to have been mainly due to
the direct pneumonic transmission. From Marseilles, plague devastated Provence
reaching Avignon - 100 km far from Marseilles - in one month, respecting the es-
timation of the front speed given in (Murray 2002) and went through the Rhoˆne
valley until Paris. Some says the maximal velocity was 75 km a day, i.e. 87 cm/s,
which is notably larger than the estimation of 5 cm/s made in (Murray 2002).
This maximal velocity probably occurred only in zones with diffusion maximum,
i.e., with viscosity minimum, like the Rhoˆne Valley (maximal human density and
commercial transactions). During the next 3 years of the epidemics, it spread nor-
thwards, reaching Norway and crossing to England and from there to Scotland,
Ireland, Iceland and Greenland. Mortality of the pandemic was terrible : at least
25 million people, that is 25-75% of the European population (Russell 1948) are
estimated to have died, e.g. at Givry in Burgundy for about 1500 inhabitants, the
parish register shows 649 funerals in 1348, whose 630 from June to September. The
parish having normally only 40 funerals the year, the specific mortality rate due
to plague was equal to (649 - 40)/1500 = 40,6%. Another example is a sample of
235 deaths from the bishop’s registers of Coventry and Lichfield, the only English
register to list both date of death and date of institution, showing that the Black
Death swept through very rapidly to local areas (Wood 2003).
The influence of climate on the outbreak is controversial. It is likely that a harsh
climate, combined with the poverty, population and war (the Hundred Years’ War),
65
 Figure 3.5 – Top left The spread of bubonic plague follo-
wing see and overland routes (after\http ://www. cosmovi-
sions.com/ChronoPestesMA02.htm[). Top right Observed wave fronts
after 1 (red), 2 (blue) and 3 (green) years of spread from the 2 initial entry
ports Marseilles and Genoa (after Mocellin-Spicuzza 2002) ; the black grid
corresponds to the collected altitudes. Bottom Simulation of the wave front
after 3 (left) and 6 (right) months from the 2 initial entry ports Marseilles
and Genoa
has been an important risk factor (Zhang et al. 2008). Furthermore, emerging from
the dark ages, overland and see trade routes have been developed and the popu-
lation density increased in the cities, favouring epidemics. It is now believed that
bubonic plague (Yersinia pestis) is the infectious agent of the Black Death (Raoult
et al. 2000). Sometime in the past, Yersinia pestis lost a set of genes expressed as
adhesins, binding the bacteria to intestinal crypts (Orent 2001 and 2004). Now, by
suppressing signals between immune cells, plague spreads through the lymphatic
system, invading organs such as spleen, lungs, and especially the liver. Bubonic
plague is transmitted indirectly (mainly by flies), has an incubation period of 2-6
days and a mortality rate between 50 and 90% (if untreated). Pulmonary plague
can be secondary to a bubonic plague or primary after direct contamination. Highly
contagious, the primary pulmonary plague occurs from an aerial contage (direct by
respiratory droplets) and if no treated the disease is fatal in most cases. Its incu-
bation period is between 2 or 4 days, with R0 estimated varying between 0.8 and
3, with mean 1.3 (Gani and Leach 2004).
Knowledge about the demographic dynamics needs data about the population
growth in middle-age cities (Renouard 1948 ; Russel 1972 ; Mocellin and Exper-
ton 1992 ; Brossolet et Mollaret 1994 ; Horrox 1994 ; Mischlewski 1995 ; Drancourt
et al. 1998 ; Eckert 2000 ; Cantor 2001 ; Wood 2003 ; Mocellin-Spicuzza G. 2002 ;
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Figure 3.6 – World distribution of plague in 1998 (after WHO 1999)
Cohn 2002 ; Scott and Duncan 2004 ; Benedictow 2004 ; Christakos et al. 2005 ; Kelly
2005 ; Barry and Gualde 2006) like Florence in Italy, whose population passed from
about 100,000 inhabitants in 1338 - 90,000 in 1336 for (Vilani 2001) - to 50,000
in 1351. Parallelly, during this period of time, between 60 to 70% of Hamburg’s
and Bremen’s population died and in Provence, Dauphie´ or Normandy, historians
observed a decrease of 60% of fiscal hearths in French cities of these regions (cf.
http ://www.answers. com/topic/ and http ://www.io.com/ sjohn/demog.htm). In
some regions, two-thirds of the population were annihilated. About half of Perpi-
gnan’s population died in several months (only two of the eight physicians survived
the plague). England lost 70% of its population, which passed from 7 million to 2
million in 1400. Big European cities ranged from 12,000-100,000 people, with some
exceptional cities exceeding this scale. Some historical examples before Black Death
included London (25,000-40,000), Paris (50,000-80,000), Genoa (75,000-100,000)
and Venice (100,000). Moscow in the 15th century had only a population in excess
of 200,000 ! No complete population censuses were taken until the eighteenth cen-
tury, thus estimates of population levels are notoriously unreliable. Estimated levels
vary as a number of ”multiplier” factors which often have to be taken into account :
estimated population density, ages of marriage, and perhaps most importantly the
number of people denoted by a ”hearth” in medieval tax surveys that do provide
hard numbers.
3.7.3 The model
The Fisher equation (Fisher, 1937 ; Murray, 2002) has been firstly used for
representing the evolution of the host and vector sub-populations during the spread
of the Black Death :
∂S
∂t
= λS(1− S/S0) + k∂
2S/∂x2 (14)
where λ in the logistic term is the growth rate at the homogeneous limit (S in-
dependent of the space variable x), S0 is a saturation size, and k is the diffusion
coefficient (the inverse of the viscosity). Equation (14) admits propagating wave
solutions of the form S(x, t) = S(x − vfrontt), with vfront ≈ 2(kλ)
1/2 as speed of
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the front (Murray 2002). The case of a heterogeneous medium is treated in (Men-
dez et al. 2003). Murray quoted a diffusion coefficient k of about 103m2/s and a
reaction (growth) rate of 15 year−1, corresponding to λ ∼ 5 10−7s−1 and giving an
estimation for vfront of about 5 cm/s, i.e. about 1,500 km/year (Brandenburg and
Multamaki 2004).
The model used in this paper for modelling the Black Death spread is a SIRD mo-
del as in the Bankoumana study (Gaudart et al. 2007, 2009 and 2010), but without
vector terms and has for its reaction term the form of a Lotka-Volterra Ordinary
Differential Equation (ODE) of dimension 3, plus a diffusion term :
dS
dt
= ε∆S − βSI ,
dI
dt
= ε∆I + βSI − γR ,
dR
dt
= ε∆R+ γR, (15)
where βSI term comes from the ”law of mass action”, assuming homogeneous
mixing between susceptibles and infecteds, β is the rate of transition from suscep-
tible to infected state, calculated per infected and per susceptible,γ is the rate of
transition from infected to post-infected state (e.g. death or immunity) per infected
person and ε is the diffusion coefficient. By taking the viscosity (inverse of ε ) pro-
portional to the altitude, the simulated front waves are more similar to the observed
ones (Fig. 3.5) than in the previous simulations (Murray 2002). The initial popula-
tion size of susceptibles in the main middle age cities has been fixed following the
demographic data. The results of simulations (Fig. 3.5 bottom) are in agreement
with the data observed in the 370 hospitals of the order of St Anthony (Fig. 3.5 top
right). Improvements could come from considering multiple entrance points (ports
like Barcelona reached in June 1348 or La Rochelle, Rouen and Dover reached later
in 1348), and taking into account all the commercial sea (Mediterranean and Atlan-
tic) and overland routes (Fig. 3.5 top left) as well as the demography (fecundity and
natural mortality, as well as more sophisticated notions as demographic potential
and Hamitonian demographic energies (Maupertuis 1745, reed. 1965 ; Thom 1972 ;
Demongeot and Demetrius 1989 ; Porte 1994 ; Demongeot et al. 2007a, b ; Forest et
al. 2007 ; Glade et al. 2007)).
The present endemic state (Fig. 3.6) could be explained by a new model taking into
account the air routes (La peste humaine 1997 ; WHO 1999). Plague is still impor-
tant because it could be considered as a re-emerging disease (Stenseth et al. 2008) :
Yersinia pestis still causes several thousand human cases per years and about hun-
dred human deaths are reported each year. Plague is present in all continents, as
human and enzootic disease, particularly in Africa, North and South America, and
Asia (Prentice and Rahalison 2007). Democratic Republic of the Congo and Mada-
gascar are particular places, accounting most of the reported cases (Neerinckx et
al. 2008). Most of the present cases correspond to bubonic plague, but outbreaks of
pneumonic plague still occur. Environmental, geographical and social characteristics
are particularly favourable for a broad diffusion of plague in Africa (Neerinckx et al.
2008), in spite of the focal nature of the transmission. Yersinia pestis is also an at-
tractive agent for bioterrorism (Wheelis 2002 ; Prentice and Rahalison 2007 ; Zhang
et al. 2008). Furthermore, climate change might modify the dynamics of plague
transmission and cause outbreaks in endemic regions but also in non-endemic re-
gions (Raoult et al. 2000 ; Stenseth et al. 2008). Crisis-management approach is
considered as insufficient (Orent 2001, 2004) and prevention action would be more
effective. An efficient prediction from simulations of a realistic model taking into
account the new aerial routes with minimal viscosity (Khan et al. 2009) could serve
this cause.
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3.8 The Malaria in Mali
3.8.1 Introduction
The malaria is a parasitic infectious disease whose agent belongs to the genus
Plasmodium (essentially P. falciparum). Malaria is carried by the mosquitos of
the genus Anopheles and the vector in Mali is Anopheles funestus or Anopheles
gambiae (Depinay et al. 2004 ; Huang et al. 2006 ; Gaudart et al. 2009). Symptoms
of malaria include fever, headache and vomiting, and usually appear between 10
and 15 days after the mosquito bite. Untreated, malaria becomes life-threatening
by disrupting the blood supply to vital organs. In southwest of Mali in particular in
the region near the river Niger each rainy season triggers annual malaria epidemic.
The WHO’s statistics say malaria accounts for 17% of child deaths in Mali. One
in five Malian children die before their fifth birthday. Of the one to three million
people worldwide who die of malaria every year, 90% live in sub-Saharan Africa.
Malaria kills an African child every 30 s, according to WHO. Of those, several
hundred thousand live in the Sahel region of West Africa, which encompasses Mali,
Mauritania, Niger, Burkina Faso, Chad and parts of Senegal, Togo, Benin and
Nigeria. The Bankoumana village is a locality of Sudanese savannah area in Mali in
which the disease has been carefully studied and recorded since 15 years. At each
evaluation on the ground (each 2 months during the rainy season and each 3 months
during the dry one) a blood sample is collected on each child of the village and the
parasitemia is studied for Plasmodia falciparum, malariae and ovale, as well as the
gametocytemia (for P. falciparum), with Giemsa technique (Doumbo 2005).
3.8.2 The Model
The model has been drawn in order to take into account the known mechanism
of the disease and to qualitatively fit the empirical observations. The equations are
given in Fig. 3.7, without age classes for host nor for vector, but with diffusion
for vector (supposed to be much larger than the host diffusion). The contagion pa-
rameters αβ and αζcan be chosen depending on space, in particular α, the mean
bite number per mosquito and per night. During the stable rainy season, taking
into account the diffusion of all vector subpopulations As, Ag and Ai (Anopheles
susceptible, infected/non infective and infective) until the human subpopulations
S, G, I and R (susceptible, infective, infected/non infective and recovered), it is
possible to simulate the model and compare its numerical results to the data recor-
ded on the ground, showing a good fit. For improving the fit, contagion parameters
have been chosen depending on space, e.g. fixed at a value maximum in zones where
diffusion of infective vectors and hosts (Ai and G) is minimum, and in zones where
69
 Figure 3.7 – Interaction scheme of the Bankoumana model
the concentration of susceptibles (As and S) is maximum.
dS
dt
= −µαβSAi + δR
dI
dt
= µαβSAi − (η1 + γ)I + η2G
dG
dt
= η1I − (η2 + γ)G
dG
dt
= γ(I +G)− δR (16)
∂As
∂t
= Ds∆As +̟ − αςGAs − ξAs
∂Ag
∂t
= Dg∆Ag + αςGAs − (ξ + ν)As
∂Ai
∂t
= Di∆Ai − ξiAi + νAg
The variables of the Bankoumana model are :
S(t) : size of the sub-population of Susceptible hosts
I(t) : size of the sub-population of Infected not Infective hosts (positive parasitemia
and negative gametocytemia)
G(t) : size of the sub-population of infective hosts by Gametocytes hosts (positive
gametocytemia)
R(t) : size of the sub-population of Resistant hosts, i.e. treated and resistant to the
disease, or immunized, died or deplaced
As(t) : size of the sub-population of Susceptible Anopheles
Ag(t) : size of the sub-population of infected (but not infective) Anopheles by Ga-
metocytes
Ai(t) : size of the sub-population of Infective Anopheles
N(t) : total size of hosts
M(t) : total size of Anopheles
The parameters of the Bankoumana model are :
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δ : rate of immunization loss in host (1/δ is the mean duration of the resistance)
η1 : rate of gametocytes occurrence in host (1/η1 is the mean duration of the time
interval between the primo-infection and the first appearance of gametocytes in an
infected individual)
η2 : rate of gametocytes loss in host
γ : rate of resistance occurrence
µ : Anophelian density, i.e. Anopheles number per host
α : mosquito bite rate per mosquito and per night (µα is called the vector agressi-
vity)
In the model, a Susceptible can become Plasmodic Infected (non Infective). A Plas-
modic Infected can shift to the Gametocytic state, or recover and acquire an im-
munization, or recover without immunization, i.e. become a new susceptible. The
immunized state can also naturally disappear (e.g. due to an intercurrent disease
paralysing the immune system). The introduction of the space in the model could
be done by using stochastic spatial Markovian or renewal models (Demongeot and
Fricot 1986) or deterministic Partial Differential Equations (PDE). Such models
are of SIGRD type (de Magny et al. 2005).
The Bankoumana model (Fig. 3.7 bottom, Eq. 16) is a double SIGRD model (Gau-
dart et al. 2007, 2009) whose interaction graph (Fig. 3.7 top) corresponds to PDE
Eq. 16 with spatial initial conditions essentially determined by the spawning zones
in backwater places (Fig. 3.7 bottom). These zones are depending on the rainfall
hence have a seasonal occurrence (Balenghien et al. 2006 ; Bicout et al. 2002 ; Bi-
cout and Sabatier 2004 ; Ndiaye et al. 2006 ; Porphyre et al. 2004) : the spawning
places of Anopheles gambiaeone of the malaria vectorsare located on the backwa-
ter perimeter, whose length is equal to 0 in absence of rain (stable dry season),
tends to infinity when backwater holespuddles or pondsare progressively fulfilled
by water (fractal transient phase during the season transition) and diminishes until
2πR, where R is the radius of the final backwater hole (stable rainy season). During
the stable rainy season, taking into account the diffusion of all vector subpopula-
tions As, Ag and Ai (Anopheles susceptible, infected/non infective and infective)
until the human subpopulations S, G, I and R (susceptible, infective, infected/non
infective and recovered) supposed to be fixed, we can simulate and compare the
numerical results to the data recorded on the ground, showing a good fit (Fig. 3.8).
For improving this fit, contagion parameters β and ζ can be chosen depending on
space, e.g. maximum in zones, which constitute overlaps between domains where
diffusion of infective vectors and hosts (Ai and G) is minimum and domains where
concentration of susceptible (As and S) is maximum, ensuring locally a large coexis-
tence time, hence a high contagion rate between these interacting subpopulations
(Abbas et al. 2009).
If we simplify the malaria model (16), by considering only the population of infected
and contagious vectors, we can introduce in the equations a delay θ in order to take
into account the long incubation period both in host and vector, due in particular
to host and vector migrations and climatic changes (which explains in part that
malaria is reappearing in south of Europe). In this new model, the variables are
denoted as follows :
S(t) represents the size of the susceptible host population,
I(t) represents the size of the infected but not contagious host population,
G(t) represents the size of the infected and contagious host population,
R(t) represents the size of the resistant host population,
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Parameters Definition
α Mosquito bite rate per mosquito and per night (µα is
called the vector agressivity)
β Probability for a susceptible human of becoming infected after a
γ Rate of resistance occurrence
δ Rate of immunization loss in host (1/δ is the mean duration
single bite of the resistance)
ζ Probability for a susceptible Anopheles of becoming infected after a single
bite on an infected human
η1 Rate of gametocytes occurrence in host (1/η1 is the mean
duration of the time interval between the primo-infection and
the first appearance of gametocytes in an infected individual)
η2 Rate of gametocytes loss in host
θ Latency period for the normalized vegetation index
µ Anophelian density, i.e. Anopheles number per host
υ Average duration of gonotrophic cycle
ξ Mortality rate of the susceptible Anopheles
τ NDVI lowest threshold value conditioning the Anopheles
behavior
Ai(t) represents the size of the infected and contagious vector population,
V I(t) represents the Normalized Difference Vegetation Index (NDVI), i.e. a simple
numerical indicator coming from remote sensing measurements assessing whether
an observed zone contains live green vegetation or not.
The parameters of the new model are defined as follows :
The transition from susceptible to infected state depends on host (resp. vector)
population size, but also on transition strengths represented by the variable i(t)
(resp. im(t)) in equations (T0) :

dS(t)
dt = −i(t)S(t) + δR(t)
dI(t)
dt = i(t)S(t)− (η1 + γ)I(t) + η2G(t)
dG(t)
dt = η1I(t)− (η2 + γ)G(t)
dR(t)
dt = γ[I(t) +G(t)]− δR(t)
dAI(t)
dt = im(t)
[
exp
{
−ξυ
1+χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t−θ)
}
−Ai(t)
]
− ξ1+χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t−θ)Ai(t)
(17)
with :
{
i(t) = µαβχ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)Ai(t)
im(t) = ας
[
χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
]
G(t)
Bydenoting
{
a = µαβ
[
χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
]
b = ας
[
χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
] and ∆ = −ξ
1 + χ{VI(t−θ)≥τ} VI(t− θ)
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Figure 3.8 – Results of the Bankoumana model simulated data confronted
to the real data (top right) showing a good fit along a gradient parallel to
Niger river from the southwest backwater zone (bottom) to the village of
Bankoumana located at South West of Mali (left)
the previous equations become the following system :
(T1)


dS(t)
dt = −aAi(t)S(t) + δR(t)
dI(t)
dt = aAiS(t)− (η1 + γ)I(t) + η2G(t)
dG(t)
dt = η1I(t)− (η2 + γ)G(t)
dR(t)
dt = γ[I(t) +G(t)]− δR(t)
dAI(t)
dt = bG(t) exp {(∆υ)−Ai(t)}+∆Ai(t)
(18)
The two stationary states of (T1) are the healthy state E0 = (S0, 0, 0, 0, 0) and the
endemic state E∗ = (S∗, I∗, G∗, R∗, A
∗
I), where S0 = 1/R0 ;
S∗ =
1
R0

1− A∗i
exp
{
−ξυ
1+χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t−θ)
}


I∗ = η2+γη1 G
∗,
G∗ =
µαβ
[
χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
]
γ
[
η1+η2+γ
η1
] A∗iS∗
and R∗ = γδ
[
η1+η2+γ
η1
]
G∗, with
R0 =
µα2βζ
[
χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
]2
exp
(
−ξυ
1+χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t−θ)
)
ξ
1+χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t−θ)
γ
[
η1+η2+γ
η1
]
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VI(t − θ) is supposed to be constant equal to τ and ∆ = −ξ/(1 + τ), when t is
sufficiently large. We can notice that : S0 > S
∗. We will now study the stability
of the first steady state E0 by linearizing (T1) and doing the change of variables :
x1(t) = S(t) − S0(t) , x2(t) = I(t) , x3(t) = G(t) , x4(t) = R(t) , x5(t) = Ai(t), we
get the system (T2) :
dx/dt =


x˙1
x˙2
x˙3
x˙4
x˙5

 =


0 0 0 δ −aS0
0 −(η1 + γ) η2 0 aS0
0 η1 −(η2 + γ) 0 0
0 γ γ −δ 0
0 0 b exp(∆υ) 0 −∆




x1
x2
x3
x4
x5

 = B1(x) (19)
The characteristic polynomial of B1 is given by :
det(B1 − λI) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 δ −aS0
0 −[λ+ (η1 + γ)] η2 0 aS0
0 η1 −[λ+ (η2 + γ)] 0 0
0 γ γ −(λ+ δ) 0
0 0 b exp(∆υ) 0 −(λ+∆)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
PB1 = λ(λ+δ){−[λ+(η1+λ)][λ+(η2+λ)](λ−∆)+η1η2(λ−∆)+η1abS0 exp(∆υ)}
Hence : PB1 = −λ
5 −Aλ4 − (B + C)λ3 − (δB +∆)λ2 − 1δDλ,
where :
A = η1 + η2 + 2γ −∆+ δ
B = γ(η1 + η2 + γ)−∆(η1 + η2 + 2γ)
C = δ(η1 + η2 + 2γ −∆)
D = γ∆(η1 + η2 + 2γ + 2γ)− η1ab exp(∆υ)
All coefficients of the characteristic polynomial being negative, the largest eigen-
value is 0 and the Hessian dominant eigenvalue is strictly positive, then E0 is
unstable.
For the second steady state E∗, after linearizing (T1) and changing variables as
x1(t) = S(t)−S
∗ , x2(t) = I(t)−I
∗ , x3(t) = G(t)−G
∗ , x4(t) = R(t)−R
∗ , x5(t) =
Ai(t)−A
∗
i , we get the equations (T3) :
dx/dt =


x˙1
x˙2
x˙3
x˙4
x˙5


=


−aA∗i 0 0 δ −aS
∗
A∗i −(η1 + γ) η2 0 aS
∗
0 η1 −(η2 + γ) 0 0
0 γ γ −δ 0
0 0 b[exp(∆υ)−A∗i ] 0 −(bG
∗ −∆)




x1
x2
x3
x4
x5


= B2(x) (20)
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The characteristic polynomial of B2 is given by :
PB2(λ) = det(B2 − λI5)
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−(λ+ aA∗i ) 0 0 δ −aS
∗
A∗i −[λ+ (η1 + γ)] η2 0 aS
∗
0 η1 −[λ+ (η2 + γ)] 0 0
0 γ γ −(λ+ δ) 0
0 0 b[exp(∆υ)−A∗i ] 0 −[λ+ (bG
∗ −∆)]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= K1 +K2
where :
K1 = −(λ+aA
∗
i )
∣∣∣∣∣∣∣∣
−[λ+ (η1 + γ)] η2 0 −aS
∗
η1 −[λ+ (η2 + γ)] 0 0
γ γ −(λ+ δ) 0
0 b[exp(∆υ)−A∗i ] 0 −[λ+ (bG
∗ −∆)]
∣∣∣∣∣∣∣∣
K2 = −aA
∗
i
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 δ −aS∗
η1 −[λ+ (η2 + γ)] 0 0
γ γ −(λ+ δ) 0
0 b[exp(∆υ)−A∗i ] 0 −[λ+ (bG
∗ −∆)]
∣∣∣∣∣∣∣∣
After some calculations, we get : K1 = −D0λ
5−D1λ
4−D2λ
3−D3λ
2−D4λ−D5,
where :
D0 = 1
D1 = η1 + η2 + γ + bG
∗ −∆+ aA∗i + δ
D2 = (η1 + η2 + γ)(bG
∗ −∆) + γ(η1 + η2 + γ + bG
∗ −∆)
+ (aA∗i + δ)(η1 + η2 + 2γ + bG
∗ −∆) + aA∗i δ
D3 = γ(η1 + η2 + γ)(bG
∗ −∆)− η1abS
∗[A∗i − exp(∆υ)]
+ (aA∗i + δ)[(η1 + η2 + γ)(bG
∗ −∆) + γ(η1 + η2 + γ + bG
∗ −∆]
D4 = (γaA
∗
i + γδ + aA
∗
i δ)[(η1 + η2 + γ)(bG
∗ −∆) + η1abS
∗(A∗i − exp(∆υ))]
+ aA∗i δγ(η1 + η2 + γ + bG
∗ −∆)
D5 = aA
∗
i δγ(η1 + η2 + γ)(bG
∗ −∆) + η1a
2bA∗iS
∗δ[A∗i − exp(∆υ)]
and K2 = −T0λ
2 − T1λ− T2 with :
T0 = aA
∗
i δγ
T1 = aA
∗
i δγ(η1 + η2 + γ + bG
∗ −∆) + η1a
2bA∗iS
∗δ[A∗i − exp(∆υ)]
T2 = aA
∗
i δγ(η1 + η2 + γ)(bG
∗ −∆) + η1a
2bA∗iS
∗δ[A∗i − exp(∆υ)]
Then we have :
PB2(λ) = −D0λ
5 −D1λ
4 −D2λ
3 − (D3 + T0)λ
2 − (D4 + T1)λ− (D5 + T2)
If V I(t− θ) is supposed to be constant equal to a large value τ , which corresponds
to a saturated contagion from hosts G(t) for a given number of vector Anopheles,
then exp(∆υ) is small and all the coefficients of the characteristic polynomial are
strictly negative, which is the necessary condition for the application of the Routh-
Hurwitz criterion ; by building the Routh-Hurwitz matrix, all the elements of its
first column are positive, which corresponds to the fact that E∗ is locally stable.
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Figure 3.9 – Interaction graph of the Mac Donald model
3.9 Perspectives
The last improvements come from the Mac Donald SI model of malaria spread
(Mac Donald 1957), another extension of the Ross model, which has the following
interaction graph given in Fig. 3.9 with the equations :
dS1
dt
= −β2S1I2/NH + rI1
dI1
dt
= β2S1I2/NH − rI1
dS2
dt
= ̟ + fS2 − β1S2I1/NV − δS2 (21)
dI2
dt
= fI2 + kE2 − δI2
dE2
dt
= fE2 − β1S2I1/NV − kE2 − δE2
where f (resp. δ) is the fecundity (resp. death) rate of the vector population (sus-
ceptible, infected and infective vectors being supposed to have the same fecundity
and mortality), β1 (resp. β2) is the host (resp. vector) contagion parameter, NH
(resp. NV ) is the host (resp. vector) population size, the ratio m = NV /NH is the
vector/host ratio, k (resp. r) is the vector (resp. host) speed of passage from the
infected/not infective (resp. infected) state to the infective (resp. susceptible) state.
If f = δ − µ (the fecundity compensating partly the mortality), the value of R0,
the mean number of secondary infected vectors for one infective host, is equal to :
R0 = β1β2kNV /[NHµr(k + µ)] (22)
If R0 > 1, the stationnary state (0,0,0,0,0) is unstable and the endemic stable
stationary state is reached after a transient epidemic wave for the values :
i∗1 = I
∗
1/NH , i
∗
2 = I
∗
2/NV , e
∗
2 = E
∗
2/NV ,
with
i∗1 = (R0− 1)/(R0+ β1/µ) , i
∗
2 = i
∗
1µ/[mβ2(1− i
∗
1)] , e
∗
2 = i
∗
1(δ− f)r/[kmβ2(1− i
∗
1)]
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. If δ is small, then k/(k + δ) ≈ e−δ/k, where 1/k is the mean sojourn time in the
compartment E2 (sporogonic cycle duration) and R0 = [β1β2m/δr]e
−δ/k.
Let us consider now the Cox model with proportional risk (Cooke and Morales-
Napoles 2006) and suppose that the risk function would be given by h(t, z) =
eρzb(t), where ρ is a regression parameter and b(t) the baseline risk function. Then,
by denoting u = eρz, the survival function S(t, u) (i.e. the probability to survive
until the age t with a risk u) is given by :
S(t, u) = exp
[
−
∫ t
0
h(s, z)ds
]
= B(t)u (23)
where B(t) = exp
[
−
∫ t
0
b(s)ds
]
.
In the Mac Donald model, for calculating the survival function S2 of the subpopu-
lation I2, it is possible to identify z = log(β1β2m/δr), ρ = −k/δ, t = 1/k, b(s) =
cste = δ,B(1/k) = e−δ/k andR0 = [β1β2m/δr]e
−δ/k = exp[log(β1β2m/δr)]e
−δ/k ≈
S2(1/k, (β1β2m/δr)
−k/δ), if β1β2m/δr is close to 1. If there exist n age classes into
the vector subpopulation E2 whose sojourn times Ti(i = 1, , n) are independent
random variables related to the survival functions Si, we have :
P (Ti > ti, i = 1, n | u) = Πi=1,nSi(ti, u) = Πi=1,nBi(ti)
u (24)
If z is a random variable, then u = eρz is also a random variable and we define the
mean survival function as S(t) = Eu[B(t)
u]. If we consider now the Laplace trans-
form defined by : Eu[e
−νu] = exp(−νp) = L(ν), where p is a parameter depending
on the probability distribution of u, we can write :
P (Ti > ti, i = 1, n | u) = exp(−
∑
i=1,n
(− log[Si(ti)
1/p])p) = Πi=1,nLi(ν)
= C(S1, ..., Sn)
where C is an Archimedean copula (Beaudoin and Lakhal-Chaieb 2008).
By introducing now a demographic dynamics and by using the Archimedean copula
methodology, we can deal with a proportional risk increasing for example with the
biological age (Demongeot 2009). Such an approach would be more realistic than the
Mac Donalds one by taking into account the resistance of both vectors and hosts
to infectious diseases, which is highly varying between young or elderly animals
and humans ; hence, it could be possible to give a better prediction of the efficacy
of public health policies like vector eradication, vaccination, quarantine or other
preventive actions in the different age classes of the populations of vectors and
hosts.
3.10 Conclusion
We have considered in this paper some natural extensions of the classical Ross-
McKendrick-Mac Donald approaches, in order to account for demographic and spa-
tial dependencies of the contagion parameters on the host age and on the vector
spread. Two examples have been presented, the first concerning the malaria inci-
dence with environmental dependency in Bankoumana, a locality of Sudanese sa-
vannah area in Mali, and the second concerning a retro-prediction of the medieval
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Black Death epidemics between 1348 and 1350 in Western Europe. Both examples
show the interest of the introduction of space and age into the classical equations. In
the future, some realistic examples (like Sexually Transmitted Diseases, STD) will
be treated showing also the importance of the demography (the sexual relationships
depending on the age of the partners) and of the socio-geography (conditioning the
sexual behavior). Eventually, based on the knowledge of the new aerial routes (Khan
et al. 2009), the study of the Black Death could also be revisited for the prediction
of new possible plague pandemics from the Central Asia reservoir, with a viscosity
vanishing no more on maritime but on aerial routes.
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Chapitre 4
Demography in epidemics
modelling
Jacques Demongeot 1 , 2 , Jean Gaudart 3
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This chapter is from the article on Communication on Pure and Applied Analysis,
11(1)(2012), pp. 61-82.
Abstract. Classical models of epidemics by Ross and McKendrick have to be re-
visited in order to take into account the demography (fecundity, mortality and
migration) both of host and vector populations and also the diffusion and mutation
of infectious agents. The classical models are supposing the populations involved in
the infectious disease to be constant during the epidemic wave, but the presently
observed pandemics show that the duration of their spread during months or years
imposes to take into account the host and vector population changes as well as the
transient or permanent migration and diffusion of hosts (susceptible or infected), as
well as those of vectors and infectious agents. One example is presented concerning
the malaria in Mali.
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35K57 ; Secondary : 92B05, 92D30.
Keywords. Epidemics modelling · Contagious diseases · Endemic state · Demogra-
phic dynamics · Reaction-diffusion · Zero diffusion set.
4.1 Introduction
Advances in epidemics modelling have been done recently by introducing demo-
graphic aspects (i.e. consideration of host and vector populations whose global size
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changes during both epidemic and endemic histories) as well as spatial aspects
about host, vector or infectious agent spread or genetic changes [29, 30, 31, 32,
33, 49, 57]. Mathematical tools corresponding to these improvements have been
recently introduced making the classical models [2, 4, 7, 35, 36, 38, 39, 41, 43, 48,
45, 54] more realistic, hence more convenient for predicting and anticipating the
spread, and also testing public health policy scenarios (like vaccination or other
measures limiting the contagion). As example of application, the dynamics of one
infectious disease will be studied : the malaria endemics in the South of Mali.
Despite remaining simple, the model presented in this paper account qualitatively
for the morphology of the endemic spatial distribution. Perspectives will be drawn
concerning the present epidemic risks, in which a model like those used for the
malaria would be ”mutatis mutandis” useful to predict the dynamical behavior of
future epidemics, by taking into account the modern aerial routes responsible of
the rapid dissemination of the pathogenic agents in the present pandemics [37].
4.2 Classical epidemiology : the Ross-McKendrick
model
After the first historical model by D. Bernoulli [7, 23, 24, 60] proposed for
explaining the small pox dynamics, many polemics occurred about the efficacy
of firstly the inoculation and secondly the vaccination [2, 38, 39, 44, 48, 58]. In
the model ”princeps”, the population was divided into susceptibles (not yet been
infected) and immunes (immunized for the rest of their life after one infection), and
the two variables were u(a), the probability for a newborn of being still susceptible
(and alive) at age a, and w(a), the probability for an individual of being immune
(and alive) at age a. After these seminal works, R. Ross [54] and A.J. McKendrick
[35,36,47] proposed a differential model called Susceptible-Infectives-Recovered with
immunity (SIR) model, whose equations are :
dS
dt
= δS + δI + (δ + γ)R− βSI − δS
dI
dt
= βSI − (ν + δ)I (1)
dR
dt
= νI − (δ + γ)R
where S (resp. I, R) denotes the size of Susceptible (Infective, Recovered) popula-
tion with S + I +R = N , β (resp. δ, γ, ν) being the contagion (resp. death/birth,
loss of resistance, immunization) rate (Fig. 4.1). The epidemic parameter R0 =
βN/(ν + δ) is the mean number of secondary infecteds by one primary infective
and predicts, if it is greater than 1, the occurrence of an epidemic wave. By defi-
ning age classes called Si, Ii and Ri (i = 1, . . . , n) in each subpopulation S, I and
R, we have at any stationary state (S∗, I∗, R∗) :
u∗(i) =
S∗i
S∗1
, v∗(i) =
I∗i
I∗1
, w∗(i) =
R∗i
R∗1
(2)
The relationships (2) between the probabilities for a newborn of being alive and
either susceptible, infected or immune at age a make the link between the Bernoulli
and the Ross-McKendrick models, but the weakness of the later still resides in many
insufficiencies and approximations :
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- when the population size of either susceptibles or infectives tend to be very
large, the quadratic term SI has to be replaced by a Michaelian term
SI
(k + S)(k′ + I)
- the immunized infectives or healthy carriers are neglected
- the total population size is supposed to be constant, the fecondity just equal-
ling the natural mortality. The Bernoulli model [7] taken implicitly into
account the fecundity, and explicitly the natural mortality. The model by
d’Alembert [2] improved the Bernoulli’s one by distinguishing the specific
mortality due to the infectious disease from the natural one, being more
widely applicable than the model by Bernoulli which was restricted to im-
munizing infections. In d’Alembert’s method the only task was to calculate
the survival function after eliminating a particular cause of death (the infec-
tious disease), but the Bernoulli’s approach provided much more insight for
a mechanistic interpretation of infectious disease data
- variables and parameters are not depending on space (no migration nor po-
pulation displacement)
- parameters are not depending on time (no genetic adaptation of infectious
agent or human population, even very slow compared to the fast dynamics
of epidemics).
We will now improve the Ross-McKendrick model by trying to partly compensate
these defects. We will first introduce the age classes into the host population to
account for its growth, the space dependence to account for the host and vector po-
pulation migration, and eventually propose to take into account the genetic changes
in all concerned populations before presenting an example of application and some
perspectives.
4.3 Introduction of demographic dynamics
4.3.1 Introduction of age classes
By introducing age classes, we add new demographic parameters as the fecun-
dity rate fi, equal to the mean number of offsprings a person in class i is sending in
class 1 between t and t+ dt, and the survival (resp. death) rate bi (resp. µi) equal
to the probability to survive from age i to age i+1 (resp. to die at age i) between t
and t+ dt. When the biological age is defined by the physiology of cells and tissues
[16,21] with the possibility to remain in the same age between t and t+ dt (despite
of the fact that the chronological age is increasing of dt), then β + bi+ µi < 1. The
equations of the extendend Ross-McKendrick model corresponding to 2 age classes
are the following (cf. Fig. 4.1, by reducing the class number from 3 to 2) :
dS1
dt
= (γ1 − β11S1)I1 − β12S1I2 − (b1 + µ1)(1− β11 − β12)S1 + f1S2 + f
′
1γ2I2
dS2
dt
= b1(1− β11 − β12)S1 + (γ2 − β22S2)I2 − β21S2I1 − µ2S2 (3)
dI1
dt
= (β11I1 + β12I2)S1 − γ1I1 + f
′
1(1− γ2)I2 − (b
′
1 + µ1)(1− γ1)I1
dI2
dt
= (β21I1 + β22I2)S2 − γ2I2 + b
′
1(1− γ1)I1 − µ
′
2I2
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Figure 4.1 – Picture of D. Bernoulli (top left) ; interaction digraphs of
the Ross-McKendrick model having one (top right) and three (bottom) age
classes, with identical βi’s and γi’s and no fecundity in elderly classes S3
and I3
To be more precise in introducing the age classes, in particular with the biological
age, we have to recall the classical models used for modelling the population growth
[11,12,15,17,21].
4.3.2 Leslie model
The population growth has been modelled by Leslie [40] using the ”age pyra-
mid” vector x(t) = (xi(t))i=1,...,n, where xi(t) represents the size of the age class i
at time t, with i ranging from the birth age 1 to the maximal death age n, whose
discrete dynamics is governed by the matrix equation :
x(t) = Lx(t− 1) (4)
where
L = (Lij) =


f1 f2 f3 . . . . fn
b1 0 0 . . . . 0
0 b2 0 . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . bn−1 0

 (5)
and where bi = 1− µi ≤ 1, ∀i = 1, . . . , n, is the survival probability betwen ages i
and i+ 1 and fi is the fecundity at age i (i.e. the mean number of offsprings from
an individual at age i).
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The dynamical stability for the L2 distance between the stationary age pyramid w
and the current age pyramid is related to |λ − λ′|, the modulus of the difference
between the dominant and sub-dominant eigenvalues of L, namely λ = er and λ′ (r
being the Malthusian growth rate), where w is the eigenvector of L corresponding to
λ. The dynamical stability for the Kullback distance to the stationary distribution
of the probabilities that the mother of a newborn be in age i, is related to the
population entropy H [1,12,13,15,16,21].
4.3.3 Usher model
The possibility to remain in the same biological age (corresponding to an in-
crease of the longevity) or to pass over a biological age state (corresponding to an
acceleration of ageing) between t and t+ dt has been modelled by Usher [59] using
the vector x(t), whose discrete dynamics is ruled by the matrix equation :
x(t) = U x(t− 1) (6)
where
U = (Uij) =


α1 + f1 f2 f3 . . . fn−1 fn
β1 α2 0 . . . 0 0
γ1 β2 α3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . αn−1 0
0 0 0 . . . βn−1 αn


(7)
and where αi (resp. βi and γi) is the probability to remain in state i (resp. to go
to state (i+ 1) and (i+ 2)) between times t and t+ 1, with :
αi + βi + γi = 1− µi ≤ 1, ∀ i = 1, . . . , n.
Like in the Leslie model, the dynamical stability for the L2 distance between the
stationary age pyramid w and the current age pyramid is linked to |λ− λ′|.
4.3.4 Mathematical properties
Let us suppose that the last fecundity parameter is strictly positive (which is
for example the case for both host and vector populations if the last age class keeps
at least one fertile individual), then because the subdiagonal is supposed to be
strictly positive, L and U are irreducible and non-negative. Then from the Frobe-
nius’ theorem, L and U have a strictly positive, simple dominant eigenvalue λ, with
an associated strictly positive eigenvector (stable age pyramid). The population is
constant (resp. in explosion, in extinction) if the Malthusian parameter r verifies :
r = log(λ) = 0 (resp. > 0, < 0). For example, let us consider the model with two
age classes both for hosts and vectors, whose dynamics is driven by equations (8)
and interaction graph is given in the case of 3 age classes in Fig. 4.1. Let us denote
si = kSi and ii = kIi. Various possibilities of demographic evolution and stability
of the endemic state can be observed depending on the set of values fixed for the
model parameters :
1. f1 = 499k/100, f
′
1 = 0.2k, b1 = 98k/96, b
′
1 = 4k/5, µ1 = µ
′
1 = 0, µ2 =
49k/100, µ′2 = 4k/5, β11 = 4k
2/100, γ1 = k/5, β22 = β12 = β21 = 0, γ2 = 0.
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Then, if k = 1, the differential system ruling the population dynamics is
defined by :
dS1
dt
=
(20− 4S1)
100
I1 −
98
100
S1 +
499
100
S2
dS2
dt
=
98
100
S1 −
49
100
S2 (8)
dI1
dt
=
4
100
I1S1 −
1
5
I1 −
4
5
I1 + 0.2I2
dI2
dt
=
4
5
I1 −
4
5
I2
The two stationary points are denoted by :
(s∗1, s
∗
2, i
∗
1, i
∗
2) = (0, 0, 0, 0) and (s
∗∗
1 , s
∗∗
2 , i
∗∗
1 , i
∗∗
2 ) = (20, 40, 15, 15)
and they are both locally unstable. It is easily proved by calculating the
Jacobian matrix B1 of the system (8) and searching for the roots of its cha-
racteristic polynomial. For the second stationary point, called the endemic
state, we have :
B1 − λI ≈


−1.6− λ 5 −0.6 0
1 −0.5− λ 0 0
0.8 0 −0.2− λ 0.2
0 0 0.8 −0.8− λ


Its characteristic polynomial PB1 verifies :
PB1(λ) = (−0.8− λ)
[
(−0.2− λ) [(−0.5− λ)(−1.6− λ)− 5]− 0.48(0.5 + λ)
]
−0.16 [(−0.5− λ)(−1.6− λ)− 5]
Because PB1(0) > 0 and PB1(∞) > 0, thus λ > 0 and because PB1(1) < 0,
therefore λ > 1.
We have more :
PB1(λ) = (−0.8− λ)
[
−λ3 + 1.9λ2 + 4.94λ+ 0.6
]
− 0.16λ2 − 0.336λ+ 0.672
= λ4 − 1.1λ3 − 3.42λ2 − 4.552λ− 0.48− 0.16λ2 − 0.336λ+ 0.672
= λ4 − 1.1λ3 − 3.58λ2 − 5.188λ+ 0.192
thus the successive derivatives of the characteristic polynomial are given by :
P ′B1(λ) = 4λ
3 − 3.3λ2 − 7.16λ− 5.188
P ′′B1(λ) = 12λ
2 − 6.6λ− 7.16
P ′′′B1(λ) = 24λ− 6.6
Therefore, the dominant eigenvalue of PB1 is strictly positive and conse-
quently, from the unstable endemic state, the susceptible population grows
with a Malthusian parameter greater than 0 (the dominant eigenvalue of
the Leslie matrix restricted to susceptible is greater than 1), then N is not
constant and the Ross-McKendrick framework is no more available.
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Figure 4.2 – Graphs of the functions PB1(λ), P
′
B1
(λ) and P ′′B1(λ)
2. f1 = k/2, f
′
1 = 3k/2, b1 = b
′
1 = k/3, µ1 = µ
′
1 = 0, µ2 = µ
′
2 = k, β11 = k
2/2,
γ1 = k/2, β22 = β12 = β21 = 0, γ2 = 0. Then, if k = 1, the differential system
ruling the population dynamics becomes :
dS1
dt
=
(1− S1)
2
I1 −
1
3
S1 +
1
2
S2
dS2
dt
=
1
3
S1 − S2 (9)
dI1
dt
=
1
2
I1S1 −
1
2
I1 −
1
3
I1 +
3
2
I2
dI2
dt
=
1
3
I1 − I2
The Jacobian matrix B2 of the system (9) calculated at the stationary state
S1 = 2/3, S2 = 2/9, I1 = 2/3 and I2 = 2/9 verifies :
6B2 − 6λI =


−4− 6λ 3 3 0
4 −6− 6λ 0 0
2 0 −3− 6λ 0
0 0 2 −6− 6λ


The characteristic polynomial PB2 of the endemic state
(s∗∗1 , s
∗∗
2 , i
∗∗
1 , i
∗∗
2 ) = (2/3, 2/9, 2/3, 2/9)
of the system (9) verifies :
64PB2(λ) = (−6− 6λ)
[
−216λ3 − 468λ2 − 324λ
]
Then PB2(0) = 0, PB2(∞) > 0 and PB2(x) > 0, if x > 0 (see Fig. 4.3),
ensuring that the dominant eigenvalue λ is equal to zero. Thus the endemic
state is locally stable in Lyapunov sense.
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Figure 4.3 – Graphs of PB2(λ) and P
′
B2
(λ)
4.4 Biological age definition
The discrete Usher matrix equation (6) can be replaced by its continuous equiva-
lent for modelling the population growth, e.g. by a von Foerster-like partial differen-
tial equation, where σS denotes the biological age shift of an individual susceptible
with respect to its chronological age t :
σS Sx(a, t) + St(a, t) = −µSS(a, t) (10)
where S(a, t) is the number of susceptibles in biological age a at time t.
If an ageing acceleration γS of an individual with respect to its chronological age t
is allowed, a generalized von Foerster’s equation can be used [21] :
σS Sx(a, t) +S + St(a, t) = −µS S(a, t) (11)
where the demographic d’Alembertian operator is equal to S = γS
∂2S
∂a2
− ∆N
and where µS (resp. ∆) is the natural mortality coefficient of the susceptibles (resp.
the Laplacian operator). The same type of equation can be used for host and vector
population dynamics. The values of parameters like σS , γS and µS can depend both
on space, biological age and time.
4.5 Introduction of a spatial dynamics
The introduction of the space in Ross-McKendrick models can use stochas-
tic spatial Markovian or renewal models [14] or deterministic Partial Differential
Equations (PDE’s) in which the diffusion of hosts or vectors is modelled by the La-
placian operator ∆ or possibly the d’Alembertian , when some sub-populations
can present an accelerated ageing [21]. These models are called SIGR with Diffusion
(SIGRD) [42]. During the susceptible and infective vector spread, the maximum of
contagion is observed on the common zones of least diffusion, which can be asympto-
tically identical : as for the morphogens interaction in morphogenesis, the common
0-diffusion domains allows a maximum of contacts between interacting species [1].
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Figure 4.4 – Representation of the co-evolution of the 0-diffusion domains
for interacting species S (blue) and Ai (red) in case of isotropic diffusion
(left). Asymptotic co-existence of S and Ai on their common 0-diffusion
domain (right)
Taking into account the diffusion of all vector subpopulations (vectors susceptible,
infected/non infective and infective), it is possible to simulate a model and compare
its numerical results to the data recorded on the field. For improving the fit, we
need to take into account the migration (due for example to a chemotactic dyna-
mics until the substrate) and diffusion of the human subpopulations S, G, I and R
(susceptible, infective, infected/non infective and recovered).
The contagion parameters have to be chosen depending on space, e.g. maximum in
zones where diffusion of infective vectors (Ai) and susceptible hosts (S) is minimum
and in zones where sizes S of susceptible hosts and Ai of infective vectors are
maximum ensuring locally a large coexistence time, hence a high contagion rate
between interacting subpopulations. In case of isotropic diffusion, the zero Laplacian
(or zero curvature or maximal gradient) lines of the concentration surfaces of the
concerned populations becomes, if they are identical (Fig. 4.4), a contagion domain,
where hosts, vectors and infectious agents interact. These lines correspond to regions
where the mean Gaussian curvature of the concentration surfaces S and Ai vanishes,
these regions being defined respectively by :
∂2S
∂x2
∂2S
∂y2
−
(
∂2S
∂x ∂y
)2
= 0 and
∂2Ai
∂x2
∂2Ai
∂y2
−
(
∂2Ai
∂x ∂y
)2
= 0
Figure 4.3 shows the possibility of such an intersection on only one tangency point or
two intersection points (left) and on the whole zero diffusion curves asymptotically
identical (right) for a convenient value of the ratio between diffusion coefficients
DS/DAi (cf. [1]).
4.6 An example of application : the malaria in
Mali
4.6.1 Description of the disease
The malaria is a parasitic infectious disease whose agent belongs to the genus
Plasmodium (essentially P. falciparum). Malaria is carried by the mosquitos of
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the genus Anopheles and the vector in Mali is Anopheles funestus or Anopheles
gambiae [22,30,34]. Symptoms of malaria include fever, headache, and vomiting,
and usually appear between 10 and 15 days after the mosquito bite. Untreated,
malaria becomes life-threatening by disrupting the blood supply to vital organs. In
south-west of Mali in particular in the region near the river Niger each rainy season
triggers annual malaria epidemics. The WHO’s statistics say malaria accounts for
17 percent of child deaths in Mali. One in five Malian children die before their fifth
birthday. Of the one to three million people worldwide who die of malaria every
year, 90 percent live in sub-Saharan Africa. Malaria kills an African child every 30
seconds, according to WHO. Of those, several hundred thousand live in the Sahel
region of West Africa, which encompasses Mali, Mauritania, Niger, Burkina Faso,
Chad and parts of Senegal, Togo, Benin and Nigeria. The Bankoumana village is a
locality of Sudanese savannah area in Mali in which the disease has been carefully
studied and recorded since 15 years. At each evaluation on the field (each 2 months
during the rainy season and each 3 months during the dry one) a blood sample is
collected on each child of the village and the parasitemia is studied for Plasmodia
falciparum, malariae and ovale, as well as the gametocytemia (for P. falciparum),
with Giemsa technique [25]. Due to South-North migrations and climatic changes,
malaria is now reappearing in South of Europe.
4.6.2 The model
The first Bankoumana model [30,31] model has been drawn in order to take
into account the known mechanism and etiology of the disease and to qualitatively
fit the empirical observations. The equations are given without age classes for host
nor for vector, but with diffusion for vector (supposed to be much larger than the
host diffusion). The contagion parameters αβ and αζ can be chosen depending on
space, in particular α, the mean bite number per mosquito and per night. During
the rainy season, taking into account the diffusion of vector subpopulations As,
Ag and Ai (Anopheles susceptible, infected/non infective and infective) and their
interaction with the human subpopulations S, G, I and R (susceptible, infective,
infected/non infective and recovered), it is possible to simulate the model and com-
pare its numerical results to the data recorded on the field, showing a good fit
[30]. For improving this fit, contagion parameters have to be chosen depending on
space, e.g. at a value maximum in zones where diffusion of infective vectors and
hosts (Ai and G) is minimum, and in zones where the concentration of susceptibles
(As and S) is maximum ensuring locally a large coexistence time favouring a great
probability of contact, hence giving a high contagion rate between large interacting
subpopulations.
The first Bankoumana model was a double SIGRD model whose partial differen-
tial equations have spatial initial conditions essentially determined by the location
of mosquitos spawning zones in backwater places. These zones are depending on
the rainfall, therefore the spawning places of Anopheles gambiae one of the main
malaria vectors - are located on backwater perimeter. We will improve this model
by introducing a delay θ in order to take into account the long incubation period
both in host and vector, and also specific mortality rates for susceptible, latent
and infective Anopheles. Interaction scheme of this model is given in Fig. 4.5. The
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Figure 4.5 – Interaction scheme of the Bankoumana model
corresponding system of equations (12) is given as follows, where parameters and
variables are defined as in Table 4.1 :
dS(t)
dt
= −i(t)S(t− τ1)e
−τ1η1 + δR(t)
dI(t)
dt
= i(t)S(t− τ1)e
−τ1η1 − (η1 + γ)I(t) + η2G(t)
dG(t)
dt
= η1I(t)− (η2 + γ)G(t)
dR(t)
dt
= γ(I(t) +G(t))− δR(t) (12)
dAS(t)
dt
= −im(t)
[
exp
{
−ξ2ν
1 + χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
}
−AL(t)
]
e−τ2η2 − ξ1AS(t)
dAL(t)
dt
= im(t)
[
exp
{
−ξ2ν
1 + χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
}
−AL(t)
]
e−τ2η2 − (ξ2 + ν)AL(t)
dAI(t)
dt
= νAL(t)− ξ3AI(t)
By denoting
{
i(t) = aAI(t)
im(t) = bG(t)
and ∆ =
−ξ2
1 + χ{VI(t−θ)≥τ} VI(t− θ)
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Parameters Definition
α Bite rate per mosquito and per night (µα is called the vector
agressivity)
β Probability for a susceptible human of becoming infected after
a single bite
γ Rate of resistance occurrence
δ Rate of immunization loss in host (1/δ is the mean duration
of the resistance)
ζ Probability for a susceptible Anopheles of becoming infected
after a single bite on an infected human
η1 Rate of gametocytes occurrence in host (1/η1 is the mean
duration of the time interval between the primo-infection and
the first appearance of gametocytes in an infected individual)
η2 Rate of gametocytes loss in host
θ Latency period for the normalized vegetation index
υ Probability for a susceptible Anopheles of becoming infective
ν Average duration of the gonotrophic cycle
ξ1 Mortality rate of the susceptible Anopheles
ξ2 Mortality rate of the latent Anopheles
ξ3 Mortality rate of the infected Anopheles
τ NDVI lowest threshold value conditioning the
Anopheles behavior
τ1 Duration of the time interval during which an infected
human becomes infective
τ2 Duration of the time interval during which an infected
Anopheles becomes infective
Variables Definition
S Size of the susceptible host population
I Size of the infected but not contagious host population
G Size of the infected and contagious host population
R Size of the resistant host population
AS Size of the susceptible vector population
AL Size of the latent vector population
AI Size of the infected and contagious vector population
VI Normalized Difference Vegetation Index (NDVI), i.e. a simple
numerical indicator coming from remote sensing measurements assessing
whether an observed zone contains live green vegetation or not
Table 4.1 – Definitions of the parameters and variables in the Bankoumana
model
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where a = αβ and b = αζ, we get the system of equations (5.2) ruling the variables
defined in Table 6.1, i.e. S(t), I(t), G(t), R(t), AS(t), AL(t) and AI(t) :
dS(t)
dt
= −aAI(t)S(t− τ1)e
−τ1η1 + δR(t)
dI(t)
dt
= aAI(t)S(t− τ1)e
−τ1η1 − (η1 + γ)I(t) + η2G(t)
dG(t)
dt
= η1I(t)− (η2 + γ)G(t) (13)
dR(t)
dt
= γ(I(t) +G(t))− δR(t)
dAS(t)
dt
= −bG(t)
[
e∆νAL(t)
]
e−τ2η2 − ξ1AS(t)
dAL(t)
dt
= bG(t)
[
e∆ν −AL(t)
]
e−τ2η2 − (ξ2 + υ)AL(t)
dAI(t)
dt
= υAL(t)− ξ3AI(t)
We will now search for the stationary points of (5.2), from the equations :
0 = −aAI(t)S(t− τ1)e
τ1η1 + δR(t) (14)
0 = aAI(t)S(t− τ1)e
τ1η1 − (η1 + γ)I(t) + η2G(t) (15)
0 = η1I(t)− (η2 + γ)G(t) (16)
0 = γ(I(t) +G(t))− δR(t) (17)
0 = −bG(t)
[
e∆ν −AL(t)
]
e−τ2η2 − ξ1AS(t) (18)
0 = bG(t)
[
e∆ν −AL(t)
]
e−τ2η2 − (ξ2 + υ)AL(t) (19)
0 = υAL(t)− ξ3AI(t) (20)
From (16) and (20), we get :
AL(t) =
ξ3
υ
AI(t) and I(t) =
(η2 + γ)
η1
G(t)
By substituting these expressions in (17), we get :
γ
η1
(η1 + η2 + γ)G(t) = δR(t) and aAI(t)S(t− τ1)e
−τ1η1 =
γ
η1
(η1 + η2 + γ)G(t)
and leading to the equations :
G(t) =
ae−τ1η1
γ
η1
(η1 + η2 + γ)
AI(t)S(t− τ1)
ab e−τ1η1−τ2η2
γ
η1
(η1 + η2 + γ)
AI(t)S(t− τ1)
[
e∆ν −AL(t)
]
− (ξ2 + υ)AL(t) = 0
Introducing in equation (19) :
ρ =
ab e−τ1η1−τ2η2
γ
η1
(η1 + η2 + γ)
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we get :
ρe∆ν
ξ3
υ
(ξ2 + υ)
S(t− τ1) = 1 +
ρ
ξ2 + υ
AI(t)S(t− τ1)
Then, by replacing ρ by its expression, we obtain :
ab exp(∆ν − τ1η1 − τ2η2)
ξ3γ
η1υ
(ξ2 + υ)
S(t− τ1) = 1 +
abe−τ1η1−τ2η2
γ
η1
(η1 + η2 + γ)(ξ2 + υ)
AI(t)S(t− τ1)
Therefore, the value of the epidemic threshold to be overpast to obtain an epidemic
wave, is :
R0 =
µα2βζ
[
χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
]2
exp
(
−ξ2ν
1+χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t−θ)
− τ1η1 − τ2η2
)
ξ3γ
υη1
(η1 + η2 + γ)(ξ2 + υ)
Since ∆ =
−ξ2
1 + χ{VI(t−θ)≥τ}VI(t− θ)
then
R0 =
ab exp (∆ν − τ1η1 − τ2η2)
ξ3γ
υη1
(η1 + η2 + γ)(ξ2 + υ)
and
R0S(t− τ1) = 1 +R0AI(t)S(t− τ1)
ξ3
υ
In the following, we suppose that, when t is sufficiently large, VI(t− θ) is constant
equal to τ and thus ∆ = −ξ2/(1 + τ). We denote the non-endemic stationary state
by E0 = (S0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), where S0 = 1/R0. In the endemic case, we denote the
stationary state by E∗ = (S∗, I∗, G∗, R∗, A
∗
S , A
∗
L, A
∗
I), with :
S∗(t− τ1) =
1
R0
[
1−
ξ3
υ
A∗I
] , G∗(t) = a e−τ1η1γ
η1
(η1 + η2 + γ)
A∗I(t)S
∗(t− τ1)
R∗(t) =
γ
δη1
(η1 + η2 + γ)G∗(t) , I∗(t) =
(η2 + γ)
η1
G∗(t)
A∗L(t) =
υ
ξ3
A∗I(t) , A
∗
S(t) =
b
ξ1
G∗(t)
[
A∗L(t)− e
∆υ
]
e−τ2η2
We will give now two Propositions concerning the stability of E0 and E
∗, for which
the proofs are given in the Appendix.
Proposition 4.6.1.
– If latencies τ1 and τ2 are sufficiently large, R0 is small and E0 is locally
stable,
– if S0 = 1/R0 is sufficiently large (R0 sufficiently small), E0 is unstable.
and also,
Proposition 4.6.2.
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Figure 4.6 – Results of the SGIRD simulated for different initial conditions
and parameter values
– If S∗ is sufficiently small (R0 sufficiently large) and τ2 sufficiently large, then
E∗ is locally stable,
– if S∗ is sufficiently large (R0 sufficiently small), then E
∗ is unstable.
The two last equations of the system (21) are :
∂AL(t)
∂t
= bG(t)
[
e∆υ −AL(t)
]
e−τ2η2 − (ξ2 + υ)AL(t) (21)
∂AI(t)
∂t
= υAL(t)− ξ3AI(t) (22)
According to the fact that asymptotically :
G∗(t) =
a e−τ1η1
γ
η1
(η1 + η2 + γ)
A∗I(t)S
∗(t− τ1)
with S∗(t−τ1) =
1
R0
[
1−
ξ3
υ
A∗I(t)
] , these equations can be rewritten by denoting :
x = AL(t) and y =
ξ3
υ
AI(t), as :
dx
dt
= K(a− x)
y
1− y
− bx and
dy
dt
= c(x− y) (23)
By simulating this system, we can easily retrieve the results of the Propositions
4.6.1 and 4.6.2 in case of a unique stable stationary state E0 (Fig. 4.6 left) or in
case of bistability (Fig. 4.6 right).
In the Bankoumana model, a susceptible can become Plasmodic Infected (non In-
fective). A Plasmodic Infected can shift to the Gametocytic state, or recover and
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Figure 4.7 – Results of the Bankoumana model simulated data confronted
to the real data (top right) showing a good fit along a gradient parallel to
Niger river from the southwest backwater zone (bottom) to the village of
Bankoumana located at South West of Mali (left)
acquire an immunization, or recover without immunization, i.e. become a new sus-
ceptible. The immunized state can also naturally disappear (e.g. due to an inter-
current disease paralysing the immune system). The spatial initial conditions are
essentially determined by the spawning zones in backwater places (Fig. 4.7 bot-
tom). These zones are depending on the rainfall, hence have a seasonal occurrence
[3,8,9,50,51]. The spawning places of Anopheles gambiae are located on the back-
water perimeter, whose length is 0 during the stable dry season, tends to infinity
when backwater holes - puddles or ponds - are progressively fulfilled during the
season transition and diminishes until 2πR, where R is the radius of the final ba-
ckwater hole during the stable rainy season. During this last season, taking into
account the diffusion of all vector subpopulations As, Ag and Ai (Anopheles sus-
ceptible, infected/non infective and infective), the human subpopulations S, G, I
and R (susceptible, infective, infected/non infective and recovered) being supposed
to be fixed, it is possible to simulate and compare the numerical results to the data
recorded on the field, showing a good fit (cf. [30] and Fig. 4.7).
For improving this fit, contagion parameters β and ζ must be chosen depending on
space, e.g. maximum in zones, which constitute overlaps between domains where
diffusion of infective vectors and hosts (Ai and G) is minimum and domains where
concentration of susceptible (As and S) is maximum, ensuring locally a large coexis-
tence time, hence a high contagion rate between these interacting subpopulations
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[1].
4.7 Perspectives
We will now consider the possibility to merge the demographic dynamics in-
troduced in Section 3. and the diffusion introduced in Section 5., by simplifying
the von Foerster dynamics : we suppose that the biological age is identical to the
chronological one and we choose for the host or vector populations dynamics the
classical Fisher’s equation [27] with a Verhulst demographic term [17]. We will prove
in the following that the asymptotic behavior of the spatial spread of a population
size n(s, t) over the spatial coordinates is Gaussian. For the sake of simplicity, we
will consider the problem as isotropic and suppose that the space coordinate s is
unidimensional.
Proposition 4.7.1. Let us consider the Fisher-like equation defined by :
∂n
∂t
= ∆n+ n(K − n)+
where
n(K − n)+ =
{
n(K − n) if n ≤ K
0 if n > K
with initial conditions : n(., 0) = δ0, where δ0 is the Dirac’s distribution in 0. Its
asymptotic solution (t tending to infinity) is given by :
n(s, t) = exp(−s2/4t+ log(K)− e−Kt/K)/t1/2
If we consider that the diffusion and the demographic growth are slow compared to
the fast dynamics given by the epidemic interaction in Ross-McKendrick equations,
then the initial conditions of the Fisher-like equations are the stable steady state
of the reaction part of the system of equations (T5), defined by :
∂S
∂t
= ∆S + S(K1 − S)
+ − (bSI + k1S) /ε (24)
∂I
∂t
= ∆I + I(K2 − I)
+ + (bSI − k2I) /ε
Proposition 4.7.2. If we denote the fast endemic steady state of (24), supposed to
be stable, by (S∗, I∗), then we have as asymptotic solution of (24) the two Gaussian
shaped functions :
S(s, t) = S∗ε
exp(−s2/4t+ log(K1)− e
−K1t/K1)/t
1/2
exp(−s2/4t∗ + log(K1)− e−K1t
∗/K1)/t∗
1/2
I(s, t) = I∗ε
exp(−s2/4t+ log(K2)− e
−K2t/K2)/t
1/2
exp(−s2/4t∗ + log(K2)− e−K2t
∗/K2)/t∗
1/2
for t ≥ t∗, where t∗ denotes a time where (S∗ε , I
∗
ε ) is reached with a precision equal to
ε in Euclidean norm by the fast dynamics and where
(
|S∗ε − S
∗|2 + |I∗ε − I
∗|2
)1/2
=
ε, with :
(K2 − I
∗)ε = −bS∗ + k2 and (K1 − S
∗)ε = −bI∗ + k1
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There is an asymptotic identity between the 0-diffusion lines of the susceptible and
the infected, if the asymptotic mode and variance of their Gaussian shaped func-
tions are the same after normalization ; then we can consider b as maximal on these
0-diffusion lines and we recalculate the steady state values as S∗∗ and I∗∗. If there is
no asymptotic identity, we can define b as inversely proportional to the symmetrical
distance between the space subsets contoured by the 0-diffusion lines.
If the medium in which the epidemics spreads is heterogeneous (for example if
the diffusion coefficient is depending on climatic factors like rainfall in malaria
[3,8,9,22,34,42,50,51], or on altitude and urban density like in the Black Death
epidemics [4,31], or on a sociologic incidence needing a surveillance at home for
determining the sociological profile of the susceptibles [53,55]) and if there is four
time scales, one very slow for the genetic co-evolution of the vector, host and pa-
thogen genomes [5,33,57], another slow for the migration, one third middle for the
demography [10,11] and the last rapid for the contagion, we can use appropriate
approaches as diffusion in spatially heterogeneous media [46], long range contagion
interaction [13,14], central manifold and catastrophe theories [18,19,52,56].
4.8 Conclusion
We have considered in this paper some natural extensions of the classical Ross-
McKendrick-Mac Donald approaches, in order to account for demographic and spa-
tial dependencies of the contagion parameters on the host age and vector spread.
One example has been presented, concerning the malaria incidence with environ-
mental dependency in Bankoumana, a locality of Sudanese savannah area in Mali.
This example shows the interest of the introduction of space and age into the clas-
sical equations. In the future, other realistic examples (like Sexually Transmitted
Diseases, STD) will be treated showing also the importance of the demography (the
sexual relationships depending on the age of the partners) and the socio-geography
(conditioning the sexual behavior). Eventually, based on the knowledge of the new
aerial routes [37], the epidemics modelling will be revisited in a short future for the
prediction of new possible pandemics, with a viscosity minimum on aerial routes.
4.9 Appendix
Proof of Proposition 4.6.1. In order to demonstrate the stability or instability
of E0, we will do the change of variables :
x1 = S(t−τ1)−S0 , x2 = I(t) , x3 = G(t) , x4 = R(t) , x5 = AS(t) , x6 = AL(t) , x7 = Ai(t)
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and, after doing this change, we center on E0 and linearize (21), getting the following
system (25) :
x˙1 = δx4 − aS0e
−τ1η1x7
x˙2 = −(η1 + γ)x2 + η2x3 + aS0e
−τ1η1x7
x˙3 = η1x2 − (η2 + γ)x3
x˙4 = γx2 + γx3 − δx4 (25)
x˙5 = −b e
∆ν−τ2η2x3 − ξ1x5
x˙6 = b e
∆ν−τ2η2x3 − (ξ2 + υ)x6
x˙7 = υx6 − ξ3x7
Let us denote now by B3 the following matrix :

0 0 0 δ 0 0 −aS0 e
−τ1η1
0 −(η1 + γ) η2 0 0 0 aS0 e
−τ1η1
0 −η1 −(η2 + γ) 0 0 0 0
0 γ γ −δ 0 0 0
0 0 −b e∆ν−τ2η2 0 −ξ1 0 0
0 0 b e∆ν−τ2η2 0 0 −(ξ2 + υ) 0
0 0 0 0 0 υ −ξ3


Then the system (25) becomes :
dx
dt
= B3


x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


We will now consider the characteristic polynomial of B3 :
PB3(λ) = −λ(λ+ ξ1)(λ+ δ){λ
4 + [η1 + η2 + 2γ + ξ2 + ξ3 + υ]λ
3
+ [(η2 + γ)(ξ2 + υ) + (η1 + γ + ξ3)(η2 + γ + ξ2 + υ) + ξ3(η1 + γ)− η1η2]λ
2
+ [(η2 + γ)(ξ2 + υ)(η1 + γ + ξ3) + ξ3(η1 + γ)(η2 + γ + ξ2 + υ)
− η1η2(ξ2 + η3 + υ)]λ
+ [ξ3(η1 + γ)(η2 + γ)(ξ2 + υ)− η1η2ξ3(ξ2 + υ)
− η1υa b S0 exp(∆ν − τ1η1 − τ2η2)]}
If we denote :
D0 = 1
D1 = η1 + η2 + 2γ + ξ2 + ξ3 + υ
D2 = (η2 + γ)(ξ2 + υ) + (η1 + γ + ξ3)(η2 + γ + ξ2 + υ) + ξ3(η1 + γ)− η1η2
D3 = (η2 + γ)(ξ2 + υ)(η1 + γ + ξ3) + ξ3(η1 + γ)(η2 + γ + ξ2 + υ)− η1η2(ξ2 + ξ3 + υ)
D4 = ξ3(η1 + γ)(η2 + γ)(ξ2 + υ) + η1η2ξ3(ξ2 + υ)− η1υa b S0 e
∆ν−τ1η1−τ2η2 = 0
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then we have :
PB3(λ) = −D0λ
7 − [D1 +D0(ξ1 + δ)]λ
6 − [D2 +D1(ξ1 + δ) + ξ1δD0]λ
5
− [D3 +D2(ξ1 + δ) + ξ1δD1]λ
4 − [D4 +D3(ξ1 + δ) + ξ1δD2]λ
3
− [D4(ξ1 + δ) + ξ1δD3]λ
2
Let us denote P (λ) = PB3(λ)/
(
(λ+ ξ1)(λ+ δ)λ
2
)
, the characteristic polynomial
of the sub-matrix B′3 of B3 corresponding to the variables x2, x3 and x7. The Di’s
(i = 0, 1, 2, 3) being strictly positive, all the coefficients of P are strictly negative,
then the dominant eigenvalue of B′3 is strictly negative, and E0 is locally stable for
the variables x2, x3 and x7.
Proof of Proposition 4.6.2 Firstly, we linearize and centre on E* the system
(21) by making the change of variables :
x1(t) = S(t− τ1)− S∗ , x2(t) = I(t)− I∗ , x3(t) = G(t)−G∗ , x4(t) = R(t)−R∗
x5(t) = AS(t)A
∗
S , x6(t) = AL(t)A
∗
L , x7(t) = AI(t)A
∗
I
leading to the system (26) ruling the dynamics of the epidemics in the neighborhood
of the endemic state :
x˙1 = −aA
∗
I exp(−τ1η1)x1 + δx4 − aS∗ exp(−τ1η1)x7
x˙2 = aA
∗
I exp(−τ1η1)x1 − (η1 + γ)x2 + η2x3 + aS∗ exp(−τ1η1)x7
x˙3 = η1x2 − (η2 + γ)x3
x˙4 = γx2 + γx3 − δx4 (26)
x˙5 = −b exp(−τ2η2) (exp(∆ν)−A
∗
L)x3 − ξ1x5 − bG∗ exp(−τ2η2)x6
x˙6 = b exp(−τ2η2) (exp(∆ν)−A
∗
L)x3 − (bG∗ exp(−τ2η2)− ξ2 + ν)x6
x˙7 = νx6 − ξ3x7
Then the system (26) can be rewritten as :
dx
dt
= B4 x, where
B4 =


−aA∗I e
−τ1η1 0 0 δ 0 0 −aS∗ e
−τ1η1
aA∗I e
−τ1η1 −(η1 + γ) η2 0 0 0 aS∗ e
−τ1η1
0 η1 −(η2 + γ) 0 0 0 0
0 γ γ −δ 0 0 0
0 0 −b e−τ2η2
(
e∆ν −A∗L
)
0 −ξ1 −bG∗ e
−τ2η2 0


We can now calculate the characteristic polynomial of B4 :
PB4(λ) = −(λ+ ξ1)×∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−(λ+ aA∗I e
−τ1η1) 0 0 δ 0 −aS∗ e
−τ1η1
aA∗I e
−τ1η1 −(λ+ η1 + γ) η2 0 0 aS∗ e
−τ1η1
0 η1 −(λ+ η2 + γ) 0 0 0
0 γ γ −(λ+ δ) 0 0
0 0 b e−τ2η2
(
e∆ν −A∗L
)
0 −C 0
0 0 0 0 ν −(λ+ ξ3)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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where C = λ+ ξ2 + ν − bG∗ e
−τ2η2 .
If we denote by :
D01 = aγA
∗
Ie
−τ1η1
D02 = 1
D11 = aA
∗
Iγe
−τ1η1
(
η1 + η2 + γ + ξ2 + ξ3 + υ − bG∗e
−τ2η2
)
D12 = η1 + η2 + 2γ + ξ2 + ξ3 + υ − bG∗e
−τ2η2 + aA∗Ie
−τ1η1
D21 = aγA
∗
Ie
−τ1η1
(
(η1 + η2 + γ)(ξ2 + ξ3 + υ − bG∗e
−τ2η2) + ξ3(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2)
)
D22 = γ(η1 + η2 + γ) + (ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2)(ξ3 + aA
∗
Ie
−τ1η1) + ξ3aA
∗
Ie
−τ1η1
+(η1 + η2 + 2γ)(ξ2 + ξ3 + υ − bG∗e
−τ2η2 + aA∗Ie
−τ1η1)
D31 = aγA
∗
Ie
−τ1η1ξ3(η1 + η2 + γ)(ξ2 + ν − bG∗e
−τ2η2)
D32 = γ(η1 + η2 + γ)(ξ2 + ξ3 + υ − bG∗e
−τ2η2 + aA∗Ie
−τ1η1)
+ξ3(η1 + η2 + 2γ)(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2 + aA∗Ie
−τ1η1)
+aA∗Ie
−τ1η1(η1 + η2 + 2γ + ξ3)(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2)
D42 = γ(η1 + η2 + γ)
(
ξ3(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2 + aA∗Ie
−τ1η1)
+aA∗Ie
−τ1η1(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2)
)
+ξ3 aA
∗
Ie
−τ1η1(η1 + η2 + 2γ)(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2)
−υa b S∗e
−τ1η1−τ2η2(e∆ν −A∗L)
D52 = ξ3aA
∗
Ie
−τ1η1(η1 + η2 + 2γ)(ξ2 + υ − bG∗e
−τ2η2)
then, we obtain by some calculations, which can be required to the authors :
PB4(λ) = −D02λ
7 − [D12 + (ξ1 + δ)D02]λ
6 − [D22 + δξ1D02 + (ξ1 + δ)D12]λ
5
− [D32 + δ(D22 +D01) + ξ1(D22 +D12]λ
4
− [D42 + δξ1(D01 +D12) + δ(D11 + ξ1D12 +D22)]λ
3
− [D52 + δξ1(D11 +D32) + δ(D21 +D42) + ξ1D42]λ
2
− [δξ1(D21 +D42) + δ(D31 +D52) + ξ1D52]λ
1 − δξ1(D21 +D42)λ
0
If S∗ is sufficiently small (R0 large) and τ2 sufficiently large, all the Di’s are strictly
positive, then all the coefficients of PB4 are strictly negative : thus the dominant
eigenvalue of B4 is strictly negative and E
∗ is stable.
If S∗ is sufficiently large (R0 small), then PB4(0) > 0 and PB4(+∞) < 0, thus the
dominant eigenvalue of B4 is strictly positive and E
∗ is unstable.
Proof of Proposition 4.7.1. Let us suppose
∂n
∂t
= Dn∆n + n(K − n)
+. Then,
for 0 < n < K, we have :
N(K − n) = nK(1−
n
K
) = −nK(
n
K
− 1) ≈ −nK log(
n
K
)
If we consider the solution n1 of the heat operator, with Dirac’s distribution in 0,
when t = 0. Let also consider the solution n2 of the Verhulst’s equation
∂n2
∂t
=
−n2K log(
n2
K
), then we have :
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1. n1(s, t) = exp(−s
2/4t)/t1/2,
∂n1
∂s
= −
s
2t
n1(s, t), hence ∆n1 =
∂2n1
∂s2
=
−n1(s, t)/2t + n1(s, t)s
2/4t2 and
∂n1
∂t
= (s2/4t2 − 1/2t) exp(−s2/4t)/t1/2 =
∆n1.
2. n2(s, t) = K exp(log(K) − exp(−Kt)), hence
∂n2
∂t
= −n2K log(n2/K), be-
cause by leaving s constant, the Verhulst’s equation can be written :
dn2
K(n2/K)
=
−K log(n2/K)dt, for 0 < n2 < K and by denoting : x = log(n2/K), we get :
dx =
dn2
K(n2/K)
, thus we can rewrite the Verhulst’s equation as :
dx
−Kx
= dt.
By changing the variable x in y = log(−Kx), we get : dy = −K/(−Kx)dx, then
dy = −Kdt, therefore y = −Kt is a solution of this equation and we have : −Kx =
exp(−Kt), thus : log(n2/K) = − exp(−Kt)/K which gives : n2 = exp(log(K) −
exp(−Kt)/K)
Let us consider now n = n1n2, we have :
∂n
∂t
=
∂n1n2
∂t
= ∆(n1n2)−n1n2K log(n2/K) = ∆n−nK log(n/K)+nK log(n1/K)
But we have :
n1n2K log(n1/K)
= K exp(log(K)− exp(−Kt)/K − s2/4t)
[
−s2/4t− log(t/2)− log(K)
]
/t1/2
tends to 0 when t tends to infinity, for every s.
Then, we can consider that n = n1n2 = exp
(
−s2/4t+ log(K)− exp(−Kt)/K
)
/t1/2
is asymptotically the solution of the Fisher-like equation :
∂n
∂t
= ∆n+ n(K − n)+.
Proof of Proposition 4.7.2. The result is the direct consequence of the Proposi-
tion 7.1.
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Chapitre 5
Random modelling of
contagious diseases
J. Demongeot 1 2 , O. Hansen 1 , H. Hessami 1 , A.S. Jannot 1 , J. Mintsa 1 M.
Rachdi1 and C. Taramasco 1
This chapter is from the article that will seem in Acta J.D.
Abstract. Modelling contagious diseases needs to include a mechanistic knowledge
about contacts between hosts and pathogens as specific as possible, e.g. by incor-
porating in the model information about social networks through which the disease
spreads. The unknown part concerning the contact mechanism can be modelled
using a stochastic approach. For that purpose, we revisit SIR models by introdu-
cing first a microscopic stochastic version of the contacts between individuals of
different populations (namely Susceptible, Infective and Recovering), then by ad-
ding a random perturbation in the vicinity of the endemic fixed point of the SIR
model and eventually by introducing the definition of various types of random social
networks. We propose as example of application to contagious diseases the HIV,
and we show that a micro-simulation of IBM type (Individual Based Modelling)
can reproduce the current stable incidence of the HIV epidemic in a population of
HIV-positive MSM (Men having Sex with Men).
Keywords. Social Networks · Contagious Diseases · Stochastic Epidemics Modelling
· Obesity · HIV.
5.1 Introduction
Contagious diseases (infectious like plague or social like ergotism) have been
surveyed since centuries (Bricault, 2008) and mathematical models have been pro-
posed for understanding and predicting their expansion, as well as for implemen-
ting prevention campaigns for diseases such as malaria, influenza, AIDS, plague,
et cetera (Dalal et al., 2007 ; Gaudart et al., 2007, 2009, 2010a and 2010b ;). For
1. Laboratoire AGIM FRE 3405 CNRS, University J. Fourier of Grenoble, Faculty of
Medicine, 38700 La Tronche, France
2. Corresponding author : Jacques.Demongeot@agim.eu
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example, in order to better understand causes of the wide variety of different faces
of malaria worldwide and its impact on the health of the population, a model re-
quires for integrating factors determining its distribution and manifestation. After
the first considerations about mortality due to contagious infections by J. Graunt
(1662), a controversy about the random character of contagion processes opposed
D. Bernoulli and J. d’Alembert (Bernoulli, 1760 ; d’Alembert, 1761). They classified
individuals into two compartments (SI model) according to their health, Suscep-
tible (S) with healthy people susceptible to be contaminated and Infectious (I).
After being infected, a susceptible passes into the compartment of Infectious and
become immediately infected and infectious, being able to transmit disease. Ber-
noulli proposed for modelling this transmission a cross quadratic term νSI (ν being
the contagion force coefficient) linking the sizes of the susceptible (S) and infec-
tive (I) populations, from a probabilistic analysis of the microscopic interactions
between infectious agents and/or vectors, and hosts in the dynamics of contacts.
Bernoulli supposed that ν was independent of the age of the susceptible, as well as
the mortality due to the disease (higher than the natural mortality) or the recove-
ring rate, and d’Alembert contested this simplifying hypothesis. This type of model
was reintroduced first in discrete time by Hamer from the mass action principle
(Hamer, 1906), then in continuous time by R. Ross (Ross, 1910, 1915 and 1916 ;
Gibson, 1978 ; Brownlee, 1915, Cori, 2010 ; Rogier and Sallet, 2004) and definitively
formalized by W.O. Kermack and A.G. McKendrick (Kermack and McKendrick,
1927, 1932 and 1933). Considering that the population is constant, Sir Ronald Ross
supposed that there is no immunity and that when sick, they can not cure. With
these simple assumptions, Sir Ross showed that there is a threshold below which the
epidemic can be controlled or extinguished, and above which, the epidemic spreads.
Several authors have after introduced immunized recovered compartment R (SIR
model) and many other improvements : among recent works, Shi and Chen (2007)
built a SIR model for a pet infection with a stage structure and an impulse biolo-
gical control, (i.e. a release of infected pets to the field at a fixed periodic time),
Yongzhen et al. (2009) added new hypotheses about the variability of contagion
coefficient ν and Wang et al. (2010) modelled a spatial epidemic with diffusion.
More realistic models of contagious diseases incorporate now information about the
about demographic and genetic changes in the susceptible population (Demongeot
et al., 2010, 2011a, 2012a and 2012b). They must also include all the possible know-
ledge about the contacts between hosts and pathogens, and if it is not possible in a
deterministic way, model contacts in a stochastic framework. In Section 2, we will
present the mathematical framework necessary to take into account at a microsco-
pic level the dynamics of contacts between susceptible and infective individuals or
through the influence of an additive random perturbation on the stability of the
endemic steady state studied by using a specific Lyapunov function. Then we will
introduce in Section 3 an example of contagious diseases, the HIV, transmitted
through social networks and we will show that a micro-simulation of IBM type (In-
dividual Based Modelling) can reproduce the current stable incidence of the HIV
epidemic in a population of HIV-positive MSM (Men having Sex with Men). In the
last Section 4, we will introduce some perspectives about the necessity to take into
account non-linear effects due to the reinforcement of the contagion by local effects
of confinement favouring contacts inside social networks between more people than
one susceptible and one infected, forcing to imagine models more complicated that
the pair interaction one. In these new types of model, demographic and genetic
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 Figure 5.1 – Temporal evolution of one stochastic evolution of the random
microscopic SIR model with parameter values : left, f = µ = 0, β = 0.001,
γ = 0.1, N = 1000 ; right, f = µ = 0.0001, β = 1, γ = 0.1, N = 1000
trends of both host and pathogen populations have also to be considered.
5.2 Mathematical Framework of random epidemic
modelling
5.2.1 The example of the stochastic chemistry : microscopic
contact mechanism to macroscopic equation in SI case
The quadratic term is central in the models by W.O. Kermack and A.G. McKen-
drick (Kermack and McKendrick, 1927, 1932 and 1933) and can be obtained as an
expectation in the random models of shocks between molecules in stochastic che-
mistry (Delbru¨ck, 1940 ; Bartholomay, 1958a, 1958b and 1959 ; Bailey, 1963 ; Mc-
Quarrie, 1963 and 1967 ; McQuarrie et al., 1964 ; Jachimowski et al., 1964 ; Dietz,
1967 ; Hoare, 1970 ; Demongeot, 1977 ; Allen, 2008 ; Rhodes and Demetrius, 2010 ;
Britton, 2010), opening the way to Monte Carlo or IBM (Individual Based Models)
simulations (Gillespie, 1970), which allow reconstituting the probability distribution
of the concerned random variables. The reconstitution of the distribution function
of the random sizes S and I from the calculation of their empirical moments (e.g.
from the first central moments : expectation, variance and skewness) is ensured
by the Bochner theorem (Bochner, 1933) and is now possible in the discrete case
from computational techniques (Novi Inverardi and Tagliani, 2006). For the sake of
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simplicity, we will assume that the population size N remains constant (fecundity
equilibrating mortality for both susceptible and infected populations). If we suppose
there is at least one event (contact, birth, death or recovering) in (t, t + dt), and
by denoting by f , ν, µ and ρ respectively the fecundity, contagion, mortality and
recovering rates, we can build the transition rate by considering all the possibilities
of change of the number (at least of one unit) of susceptibles and infectious :
P (S(t+ dt) = k; I(t+ dt) = N − k) = P (S(t) = k;
I(t) = N − k)[1− νk(N − k)− fk − µ(k + 1)− ρ(N − k)]dt
+ ν(k + 1)(N − k − 1)P (S(t) = k + 1; I(t) = N − k − 1)
+ f(k − 1) + ρ(N − k + 1)P (S(t) = k − 1, I(t) = N − k + 1)
+ µ(k + 1)P (S(t) = k + 1, I(t) = N − k − 1)dt (1)
By multiplying equation (1) by k and summing over k, we obtain :∑
N≥k≥0
k(P (S(t + dt) = k; I(t+ dt) = N − k)− P (S(t) = k; I(t) = N − k))/dt
= d[
∑
N≥k≥0
kP (S(t) = k; I(t) = N − k)]/dt
=
∑
N≥k≥0
[−νk2(N − k)P (S(t) = k; I(t) = N − k)
+ νk(k + 1)(N − k − 1)P (S(t) = k + 1; I(t) = N − k − 1)
+ k(f(k − 1) + ρ(N − k + 1))P (S(t) = k − 1; I(t) = N − k + 1)
− (fk2 + ρk(N − k))P (S(t) = k; I(t) = N − k)
− µk2P (S(t) = k, I(t) = N − k) (2)
+ µk(k + 1)P (S(t) = k + 1; I(t) = N − k − 1)]
= −
∑
N≥k≥0
[νk(N − k)P (S(t) = k; I(t) = N − k)
− (fk + ρ(N − k))P (S(t) = k; I(t) = N − k)
+ µkP (S(t) = k; I(t) = N − k)]
Hence, only by supposing Var(S) negligible, we get the following expectation equa-
tion :
dE(S)/dt = fE(S)−νE(S(N−S))dt−µE(S)+ρ(N−E(s)) ≈ E(S)(−νE(N−S)+ρ)
(3)
if f = µ.
Then, we get the macroscopic equation for S :
dS/dt = −νE(N − S) + ρ(N − S) (4)
By replacing above k by k2 in equations, we obtain the differential system ruling
the not centred moment of order 2, E(S2(t)) and E(I2(t)), then we get the diffe-
rential system ruling the variances : V (S(t)) = E(S2(t))−E2(S(t)) and V (I(t)) =
E(I2(t)) − E2(I(t)), and we can draw the confidence cylinder (or viability tube)
around the expected trajectory. By replacing k by sk, we get the differential system
ruling the generating function ψ(s) of the distribution of S :
dψ/dt ≈ Kψ − νdψ/ds (5)
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Figure 5.2 – Schema describing the various passages of an individual from
one compartment to another, and different interactions leading to contami-
nation, with ϕ1 = β11G1 and ϕ2 = β22G2. In blue, we have safe relation and
in red, we have relationships that lead to contamination.
where K = −νN + f − µ + ρ, this equation having a stationary solution : ψ =
exp((K/ν)(s− 1)), which corresponds to a Poisson distribution for S, with expec-
tation and variance equal to K/ν, which is in general not negligible and explains
the differences observed between the random and the deterministic SI models. It is
of course easy to generalize such results to a SIR model.
5.2.2 Microscopic mechanism to macroscopic equations in
SCSF ICIF case
Let suppose that the total population size is still constant and let distinguish the
numbers SC of S-individuals who have contact with an infective, SF of S-individuals
who have no contact or only contact with another susceptible, IC of I-individuals
who have contact with a susceptible, and IF of I-individuals who have no or only
contact with another infective. Even by introducing these new random variables SC
and SF , and IC and IF , we suppose still that there is at least one event (contact
or infection) between t and t + dt ; then : SC + SF = S, IC + IF = I, S + I = N ,
and :
P (SC(t + dt) = k; I(t+ dt) = n)− P (SC(t) = k; I(t) = n) =
− (νC(N − n)n+ νC(N − n− 1)k + νk)P (SC(t) = k; I(t) = n)dt (6)
+ (νC(N − n− 1)(k + 1) + ν(k + 1))P (SC(t) = k + 1; I(t) = n)dt
+ νC(N − n)nP (SC(t) = k − 1; I(t) = n)dt
where νC is the probability of contact in the population (supposed to be the same
for all individual of any age, susceptible or infective, assumption which can receive
the same criticism as the d’Alembert’s one against Bernoulli) and ν, the probability
to be infected after contact. By multiplying above equations by k and summing over
k, we get :
∑
N≥n≥0,N−n≥k≥0
k[P (SC(t+ dt) = k + 1; I(t+ dt) = n)− P (SC(t) = k; I(t) = n)]
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=
∑
N≥n≥0,N−n≥k≥0
k {−[νC(N − n)n+ νC(N − n− 1)(k − 1) + νk]P (SC(t) = k; I(t) = n)dt
(7)
+[νC(N − n− 1)(k + 1) + ν(k + 1)]P (SC(t) = k + 1; I(t) = n)dt
+νC(N − n)nP (SC(t) = k − 1; I(t) = n)dt}
If the random variables SC et SF can be considered as not correlated with I and
S, then we have the expectation equations :
dE(SC)/dt ≈ νCE(I(t))E(SF (t))− νE(SC(t))− νCE(SC(t))E(S(t)− 1)
dE(SF )/dt ≈ νCE(S(t)− 1)E(SC(t))− νCE(SF (t))E(I(t)) (8)
which correspond approximately to the macroscopic equations for SC and SF given
in (Magal and Ruan, Submitted), when ν = 0.
5.3 Random multi-group SIGR model
5.3.1 Deterministic version
A multi-group model is formulated by dividing a population of size N(t) in n
distinct groups. For 1 ≤ k ≤ n, the k − th group is subdivided into four compart-
ments : the compartment Susceptible contains persons likely to have disease ; the
second compartment contains Infecteds, i.e. people infected but not contagious ; in
the third compartment ; in the third compartment, there is people Infectious with
gametocytæmia, that is to say, people who are contagious and the last compart-
ment is revealed to the recovered people (cf. Hethcote, 1978 ; Hethcote and Levin,
1995 ; Hethcote and van den Driessche, 1995). Then we can summarized our model
by the following systems (cf. Fig. 5.2 for a schematic illustration of this model and
Table 6.1, for the definition of the used parameters) :
dSk/dt = (1− pk)Λk − (d
S
k + θk)Sk −
n∑
j=1
βk,jSkGj
dIk/dt =
n∑
j=1
βk,jSkGj − (d
I
k + ηk)Ik
dGk/dt = ηkIk − (d
G
k + ǫk + γk)Gk (9)
dRk/dt = γkGk + θkSk + pkΛk − d
R
k Rk
For a disease such as malaria or AIDS for which there is no vaccine yet, we
can simply cancel the fraction of individuals in Sk who are vaccinated. To ensure
consistency of the population, it is assumed that the influx of new individuals in
each group will offset the number of people who died there. This influx of new
people can be the result of new births or immigration (cf. (Beier, 1998 ; Ball and
Neal, 2002 ; Arino and van den Driessche, 2003 ; Koella and Antia, 2003 ; Ruan et
al., 2008 ; Ishikawa et al. 2008 ; Melesse and Gumbel, 2010).
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Parameters Definition
βk,j transmission coefficients between compartments Sk and Gj
dSk natural-death rate in the k − th group of the Sk compartment
dIk natural-death rate in the k − th group of the Ik compartment
dGk natural-death rate in the k − th group of the Gk compartment
dRk natural-death rate in the k − th group of the Rk compartment
ǫk disease-caused death rate in the k − th group of the I compartment
Λk influx of new individuals in the k − th group
pk fraction of new individuals in the k − th group
θk fraction of vaccine individuals in the k − th group
ηk rate at which an infected becomes infectious in the k − th group
γk recovery rate of individuals in the k − th group
Table 5.1 – Definitions of the parameters used in the system (9)
Feasible Region
In the free disease case, we have :
Ik(0) = Gk(0) = Rk(0) = 0 ∀ k = 1, ..., n
So the system becomes a single equation :
dSk/dt = (1− pk)Λk − (d
S
k + θk)Sk (10)
By studying this equation we obtain :
supt≥0Sk(t) ≤
(1− pk)Λk
dSk + θk
Notice that in the case of existence of the disease, by adding the four equations (9),
we get :
dSk/dt+ dIk/dt+ dGk/dt+ dRk/dt = Λk − d
S
kSk − d
I
kIk − (d
G
k + ǫk)Gk − d
R
k Rk
Set d∗k = min(d
S
k , d
I
k, d
G
k + ǫk, d
R
k ). Then : 0 ≤ S˙k + I˙k + G˙k + R˙k ≤ Λk − d
∗
k(Sk +
Ik +Gk +Rk) And thus, we obtain :
Sk + Ik +Gk +Rk ≤
Λk
d∗k
So our feasible field has the following form :
Ω =
{
(Sk, Ik, Gk, Rk) ∈ R
4n, such that Sk ≤
(1− pk)Λk
dSk + θk
;Sk + Ik +Gk +Rk ≤
Λk
d∗k
}
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Equilibrium points
Equilibrium free disease point
First, we denote by P0 the equilibrium free disease point. Then P0 has to be
defined from the following inequality : S0k ≤
(1−pk)Λk
dS
k
+θk
∀k = 1, ..., n and P0 =
(S01 , 0, 0, 0, ..., S
0
n, 0, 0, 0).
Endemic equilibrium
Proposition 5.3.1. The endemic equilibrium point P ∗ = (S∗1 , I
∗
1 , G
∗
1, R
∗
1, ..., S
∗
n, I
∗
n, G
∗
n, R
∗
1)
of the system (9), satisfies the following equations :
(1− pk)Λk = (d
S
k + θk)S
∗
k + (d
I
k + ηk)I
∗
k
G∗k = I
∗
k
ηk
dGk + ǫk + γk
γkG
∗
k + θkS
∗
k + pkΛk = d
R
k R
∗
k (11)
n∑
j=1
βk,jS
∗
kG
∗
j = (d
I
k + ηk)I
∗
k
Proof of Proposition The proof of this proposition is easily obtained by canceling
the system (9).
Endemic equilibrium and its stability
Set R0 = ρ(M0), where M0 = (
βi,jS
0
i
dI
i
+ηi
)i,j=1,...,n is the next generation matrix,
ρ is the spectral radius, S0i is the equilibrium of the Si population in the free of
disease case (I1 = I2 =...= In = 0) within the group i. The basic reproduction
number R0 characterizes the global dynamics of our system. Notice that the matrix
B = (βi,j)i,j=1,...,n denotes the matrix contacts, with βi,j ≥ 0. Then, we are in
position to enounce the following important results :
Proposition 5.3.2. Assume B = (βi,j)i,j=1,...,n is an irreducible matrix. Then,
the following items hold :
(1) If R0 ≤ 1, then P0 is the unique equilibrium of the system (9) and it is globally
stable in Ω.
(2) If R0 > 1, then P0 is unstable and the system (9) is uniformly persistent in the
topological interior of Ω.
Proof of Proposition The second item in the Proposition 2 may be emproved
as follows :
Proposition 5.3.3. Assume that the matrix B = (βi,j)i,j=1,...,n is irreducible. If
R0 > 1, then the system (9) has at least one endemic equilibrium P
∗ and this point
is globally asymptotically stable in the topological interior of Ω.
Proof of Proposition The proof of the propositions 5.3.2 and 5.3.3 can easily be
deduced from Theorem 3 in Guo et al., (2009).
We are concerned now by showing the stability of the endemic equilibrium. No-
tice that the same method may be used for the disease-free equilibrium. In what
follows, we keep the following notations :
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 S1 
I1 
R1 
G1 
Figure 5.3 – Temporal evolution of the expectation of the additive stochas-
tic SIGR model for initial conditions : S1(0) = 4.5, I1(0) = 2, G1(0) = 3,
R1(0) = 2.
uk = Sk − S
∗
k , vk = Ik − I
∗
k , wk = Gk −G
∗
k , zk = Rk −R
∗
k
Then, from system (9), this allow us to obtain the following system :
duk/dt = −(d
S
k + θk)uk −
n∑
j=1
βk,jG
∗
juk −
n∑
j=1
βk,jS
∗
kwj
dvk/dt =
n∑
j=1
βk,jG
∗
juk +
n∑
j=1
βk,jS
∗
kwj − (d
I
k + ηk)vk (12)
dwk/dt = ηkvk − (d
G
k + ǫk + γk)wk
dzk/dt = θkuk + γkwk − d
R
k zk
and we have the following stability theorem :
Theorem 5.3.4. Assume that the matrix B = (βi,j)i,j=1,...,n is irreducible and that
R0 > 1. If there exist some strictly positive constants ak, bk, ck and dk, such that :
bk =
∑n
j=1 akβk,jG
∗
j
dSk + θk + d
I
k + ηk
(13)
ck ∈

 dk4 (dGk + ǫk + γk) +
∑n
k=1 a
2
kS
∗
kβk,k
(dI
k
+ηk)
(dGk + ǫk + γk)−
η2
k
(dI
k
+ηk)
, 4bk − S
∗
kβk,k

 (14)
dk ∈
[
0,
bkd
R
k
θ2k
(dSk + θk)
]
(15)
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 Figure 5.4 – Temporal evolution of the expectation of the additive stochas-
tic SIGR model for initial conditions : S2(0) = 4, I2(0) = 1.5, G2(0) = 1,
R2(0) = 2.
then the solution 0 of system (12) and the endemic equilibrium P ∗ of system (9)
are asymptotically stable (for global stability, see (Li and Wang, 1995 ; Yoshida and
Hara, 2007)).
Proof of Theorem It comes from the above Proposition 5.3.3, by using the Lya-
punov function :
V (x, t) =
1
2
n∑
k=1
[
akv
2
k + bk(uk + vk)
2 + ckw
2
k + dkz
2
k
]
We can also refer to (Korobeinikov and Maini, 2004 ; Beretta et al., 1986 and 2001)
5.3.2 Stochastic model derivation
Various approaches have been proposed for randomizing the system (9), like
(Bahar and Mao, 2004 ; Tuckwell and Williams, 2007 ; Yu et al., 2009 ; Artalejo et
al., 2010). Here, we perturb the system (9) by adding stochastic perturbations of
white noise type, which are proportional to distances between S(t) (resp. I(t), G(t)
and R(t)) and stationary value S∗ (resp. I∗, G∗ and R∗), respecting the classical
rules of the Brownian motion perturbation of ODE systems and then leading to the
model :
dSk = [(1− pk)Λk − (d
S
k + θk)Sk −
n∑
j=1
βk,jSkGj ]dt+ σ1,k(Sk − S
∗
k)dB1,k(t)
dIk = [
n∑
j=1
βk,jSkGj − (d
I
k + ηk)Ik]dt+ σ2,k(Ik − I
∗
k)dB2,k(t)
dGk = [ηkIk − (d
G
k + ǫk + γk)Gk]dt+ σ3,k(Gk −G
∗
k)dB3,k(t) (16)
dRk = [γkGk + θkSk + pkΛk − d
R
k Rk] + σ4,k(Rk −R
∗
k)dB4,k(t)
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where the random processes βij ’s are independent standard Brownian motion of
intensity σ1k for k = 1, ..., n. βij denotes the transmission coefficient between com-
partments Si and Gj . By assuming that assumption (1) of Proposition 5.3.2 is
satisfied, then the model keeps the same equilibrium points and the same proper-
ties as the system (9) (Guo et al., 2009). On the other hand, the present target is to
propose techniques we will use for proving the stability of the equilibrium points.
For this aim, consider the following equation :
dx(t) = f(x(t), t) + g(x(t), t)dB(t), for t ≥ t0 (17)
where x, f and g are functions valued in Rd. Now let assume that assumptions
ensuring existence and uniqueness of a stationary state are fulfilled. Hence, for any
given initial value x(t0) = x0 ∈R
d, so the equation (17) admits a unique global
solution denoted by x(t; t0, x0). If furthermore, we assume that f(0, t) = 0 and
g(0, t) = 0, for t ≥ t0. Then, the equation (17) admits the solution x(t) ≡ 0,
which corresponds to the initial value x(t0) = 0. This solution is called the trivial
solution or the equilibrium position. We recall some definitions of linear algebra, in
order better understand what follows. Denote by C2,1(Rd×[t0;∞[;R+) the family of
nonnegative functions V (x, t) defined on Rd×[t0;∞] such that they are continuously
twice differentiable in x and differentiable in t. Define also the differential operator
L associated to equations (17) by :
L = ∂/∂t+
d∑
i=1
fi(x, t)∂/∂xi +
1
2
d∑
i,j=1
[
gT (x, t)g(x, t)
]
ii
∂2/∂x2i
, where At denotes the transpose of the matrix A, with f and g ∈ C2,1(Rd ×
[t0; +∞[;R+) .
Notice that if L acts on a function denoted by V and such that V ∈ C2,1(Rd ×
[t0;∞];R+), then we have :
LV (x, t) = Vt(x, t)+ < V x(x, t)f(x, t) > +1/2trace(g
t(x, t)Vxx(x, t)g(x, t)).
Definition 5.3.5. (i) The trivial solution of the equation (17) is said to be stochas-
tically stable or stable in probability if for every pair of ε ∈ (0, 1) and r > 0, there
exists a δ = δ(ε, r, t0) > 0 such that
P {|x(t; t0, x0) < r for all t ≥ t0|} ≥ 1− ε
whenever |x0| > δ0, and P is a probability measure. Otherwise, it is said to be
stochastically unstable.
(ii) The trivial solution is said to be stochastically asymptotically stable if it is
stochastically stable and moreover, for every ε ∈ (0, 1), there exists a
δ0 = δ0(ε, t0) > 0
such that :
P
{
lim
t→+∞
x(t; t0, x0) = 0
}
≥ 1− ε
(iii) The trivial solution is said to be stochastically asymptotically stable in the large
if it is stochastically asymptotically stable and moreover, for all x0 ∈ R
d we have :
P
{
lim
t 7→+∞
x(t; t0, x0) = 0
}
= 1
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Proposition 5.3.6. If there exists a positive-definite decreasing radially unbounded
function V (x, t) ∈ C2,1(Rd × [t0,+∞[;R+) such that LV (x, t) is negative-definite,
then the trivial solution of equation (17) is stochastically asymptotically stable in
the large.
Proof of Proposition It can be found in any book of mathematics dealing with
linear systems by direct method of Lyapunov (cf. also (Korobeinikov and Maini,
2004 ; Barreira, and Valls, 2010)).
By defining the following Lyapunov function :
V (x, t) =
1
2
n∑
k=1
[
akv
2
k + bk(uk + vk)
2 + ckw
2
k + dkz
2
k
]
,
we obtain the following stability result :
Theorem 5.3.7. Assume that the matrix B = (βi,j)i,j=1,...,n is irreducible and that
R0 > 1. If there exist some constants ak > 0, bk > 0, ck > 0 and dk > 0 such that
bk =
∑n
j=1 akβk,jG
∗
j
dSk + θk + d
I
k + ηk −
1
2 (σ
2
1,k + σ
2
2,k)
(18)
ck ∈

dk
4
(dGk + ǫk + γk) +
βk,kS
∗
ka
2
k
dI
k
+ηk
[(dGk + ǫk + γk)−
1
2σ
2
3,k]−
η2
k
dI
k
+ηk
,
4
dIk + ηk
[
bk(d
I
k + ηk −
1
2
σ22,k)−
akσ
2
2,k
2
−
1
4
βk,kS
∗
k(d
I
k + ηk)
]]
(19)
dk ∈
[
0,
bk
θ2k
dRk (d
S
k + θk −
1
2
σ21,k)
]
(20)
then the endemic equilibrium P ∗ of system (17) is stochastically asymptotically
stable in the large.
Proof of Proposition We need for the proof the following lemmas with the same
assumptions.
Lemma 5.3.1. Let V2 =
1
2
∑n
k=1 bk(uk+vk)
2 be a function defined on C2,1
(
R
d × [t0,∞(;R+
)
,
with bk > 0. So we have :
LV2 = −
n∑
k=1
bk
[
(dSk + θk −
1
2
σ21,k)u
2
k + (d
I
k + ηk −
1
2
σ22,k)v
2
k
+ (dSk + d
I
k + θk + ηk − (
1
2
σ21,k +
1
2
σ22,k))ukvk
]
Lemma 5.3.2. Set :
αn = −
n∑
k=1
akI
∗
k

 n∑
j=1
βk,jS
∗
kG
∗
j

(vk
I∗k
)2
(21)
ρn =
n∑
k=1
n∑
j=1
akI
∗
kβk,jS
∗
kG
∗
j
vjvk
I∗j I
∗
k
(22)
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Transmission coefficient between compartments S1 and G1, β11 0.30
Transmission coefficient between compartments S1 and G2, β12 0.20
Transmission coefficient between compartments S2 and G1, β21 0.45
Transmission coefficient between compartments S2 and G2, β22 0.30
Natural rate death in the first case d1 0.5
Natural rate death in the second case d2 0.4
Disease caused death rate ǫk 0
Influx of new individuals Λ1 4.725
Influx of new individuals Λ2 2.4
Fraction of new individuals pk 0.3
Fraction of vaccine individuals θk 0
Rate at which an infected becomes infectious in the first case η1 0.45
Rate at which an infected becomes infectious in the second case η2 0.5
Recovery rate of individuals in the first case γ1 0.6
Recovery rate of individuals in the second case γ2 0.6
σ11 0.2
σ21 0.35
σ31 0.5
σ41 0.23
σ12 0.6
σ22 0.15
σ23 0.7
σ24 0.65
Equilibrium value of S1 4.68
Equilibrium value of I1 1.01
Equilibrium value of G1 0.425
Equilibrium value of R1 3.325
Equilibrium value of S2 2.355
Equilibrium value of I2 0.80
Equilibrium value of G2 0.40
Equilibrium value of R2 1.925
Table 5.2 – Initial setting of parameters
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So, we have :
αn + ρn = −
n∑
k=1

 n∑
j=2,j>k
βk,jS
∗
kG
∗
jβj,kS
∗
jG
∗
k
(
vk
I∗k
−
vj
I∗j
)2 (23)
Lemma 5.3.3. Let V1 =
1
2
∑n
k=1 akv
2
k
Then, we obtain :
LV1 ≤
n∑
k=1
akσ
2
2,kv
2
k +
n∑
k=1
n∑
j=1
akβk,j(G
∗
jukvk + S
∗
kvkwj) (24)
5.3.3 A simulation study
In this section, we illustrate our model by some simulations. In fact, we conduct
these numerical simulations model in order to confirm the theory we developed in
this paper. We assume that the coefficients and constants take the values given in
Table 5.2.
We have chosen for the deterministic model described by the system (9) the follo-
wing initial values :
S1(0) = 4.5, I1(0) = 2, G1(0) = 3, R1(0) = 2, S2(0) = 4.5, I2(0) = 2, G2(0) = 3,
R2(0) = 2.
Most of these constants are derived from (Yu et al. 2009), and the other part was
chosen proportional to the constants found in the literature, in order to reach the
equilibrium. For showing the stochastic stability of the system, we keep the same
constants and initial values as in the deterministic model. Then, we obtain for the
expectation of the endemic stationary state S∗1 = 4.498, I
∗
1 = 0.9462, G
∗
1 = 0.304,
R∗1 = 2.507, S
∗
2 = 3.670, I
∗
2 = 0.8245, G
∗
2 = 0.412, R
∗
2 = 2.492. For the numerical
simulations, we use the following discretization (the index i denoting the discrete
time) :
Sk,i+1 = Sk,i + (Λk − dkSk,i − βk,1Sk,iI1,i − βk,2Sk,iI2,i)∆(t)
+ σ1k(Sk,i − S
∗
k)
√
∆(t)ε1k,i
Ik,i+1 = Ik,i + (βk,1Sk,iI1,i + βk,2Sk,iI2,i − (dk + ηk)Ik,i)∆(t)
+ σ2k(Ik,i − I
∗
k)
√
∆(t)ε2k,i
Gk,i+1 = Gk,i + (ηkIk,i − (dk + ǫk + γk)Gk,i)∆(t)
+ σ3k(Gk,i −G
∗
k)
√
∆(t)ε3k,i
Rk,i+1 = Rk,i + (γkGk,i + θkSk,i + pkΛk − (dk + ωk)Rk,i)∆(t)
+ σ4k(Rk,i −R
∗
k)
√
∆(t)ε4k,i
(25)
In Fig. 5.3 and 5.4, we have the simulation of the SIGR model with an additive
noise. We can see that we obtain an equilibrium despite of the random perturbation
brought ε1k,i, ε2k,i, ε3k,i, and ε4k,i, for k = 1, 2, are N(0, 1)-distributed independent
random variables. In Fig. 5.5, we show one stochastic evolution of the random
microscopic SIGR model with same parameter values as in Fig. 5.3 and 5.4, which
respects the same asymptotic order between the state variables S1, I1, G1, R1, S2,
I2, G2 and R2.
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 Figure 5.5 – Temporal evolution of one stochastic evolution of the random
microscopic SIGR model with same parameter values as in Fig. 5.3 and 5.4
5.4 Example of HIV
The HIV spread results mainly from sexual interactions well taken into account in
a IBM modelling accounting the known constraints of age-dependent probability
of non-protected meeting, infectivity of the virus coming from a treated patient,
(cf. Orcutt et al., 1961 ; Pinkerton and Abramson, 1997 ; Myers and Rosen, 1999 ;
Quinn et al., 2000 ; Morris and Kretzschmar M, 2000 ; Xiridou et al., 2003 and
2004 ; Porco et al., 2004 ; Auvert et al., 2005 ; Orroth et al., 2007 ; Bailey et al.,
2007 ; Gray et al., 2007 ; ObEpi-Roche, 2009 ; Leclerc et al., 2009 ; Murray et al.,
2009 ; Sawers and Stillwaggon, 2010 ; Grinsztejn et al., 2011 ; Reynolds et al., 2011 ;
Seng et al., 2011 ; Hallett et al., 2011 ; Bouyssou et al., 2011 ; Clerc et al., 2011 ;
Shirreff et al., 2011).
5.4.1 The constraints of sexual interactions
Human immunodeficiency virus (HIV) epidemic seem out of control in men ha-
ving sex with men (MSM) in France. Indeed, incidence was estimated to be stable
around 1% annually between 2003 and 2008 and seroprevalence was estimated to be
17.7% in an anonymous cross-sectional survey conducted in Paris gay commercial
venues with or without sex (saunas, backrooms and bars) in 2009 (Velter et al.,
2010). Understanding the dynamics of HIV epidemics among MSM with a dedica-
ted mathematical model would enable to predict which prevention strategies could
control HIV transmission in this population.
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 Figure 5.6 – Cumulative probability of age at first sexual intercourse with
a man (data from (Pilcher et al., 2004))
5.4.2 The stochastic IBM model
The model is a stochastic discrete-event process with a time-step driven ap-
proach. The micro-simulation is structured as three main modules. The ”demogra-
phic module” includes simple renewal processes (entry and exit from MSM popu-
lation). The ”sexual behaviour module” includes stable relationships (entry and
exit from stable relationships) which cannot be concomitant and relationships with
casual partners. Sexual behaviour is modelled within each type of relationship, and
its time step is the month. The ”transmission module” includes HIV transmission
by homosexual relationship.
Settings parameters : initial population
The baseline population is a MSM population from age 18 to 69 generated to
fit the MSM population in 2004. The initialized characteristics are age, marital and
HIV status. MSM demography in France in 2004 has been estimated using data
from EPG 2004, the national institute on statistics and economics (INSEE), the
epidemiologic center on death medical causes (CepiDc) and the national institute on
demography (INED) (cf. Fig. 5.6 and 5.7). As far as the marital status is concerned,
each individual was assigned or not a partner depending on his age. Age partner and
relationship length were assigned using age-dependent probabilities (cf. Table 5.3).
Of interest, length of relationships was modelled using a Gamma distribution for
which the shape and the scale depends on age following respectively a second-degree
polynomial and a linear regression (cf. Fig. 5.6). Age differences at the beginning of
the relationship follow a normal distribution for which mean and standard deviation
depends on age following power functions. HIV prevalence in 2004 (cf. Fig. 5.7) has
been inferred using EPG2004 survey by assuming that people aware of their status
have the same HIV prevalence than those unaware of their status. We checked that
there was no strong bias in EPG 2004 prevalence data by comparing them to those
from French National Health Insurance, which records every diagnosed case.
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 Figure 5.7 – HIV prevalence in 2004 (data from (Pilcher et al., 2004))
The ”demographic module”
Mortality rates were estimated from the French national statistics institute
(INSEE). For HIV positive individuals, an over-mortality was considered as 6.1 per
1000. A stable population was obtained by inferring the number of people entry as
2% of the total of MSM population. The age distribution of entering people was
estimated from the age distribution of first sexual intercourse with a man in EPG
2004 and their status for HIV was assumed negative.
The ”sexual behaviour module”
All probabilities in this module were estimated using EPG2004 (Velter, 2007).
Both stable and casual relationships were modelled. Concomitant stable relation-
ships were not possible. Partnership breaking rate was modelled as an inverse func-
tion of length relationship. Partnership formation rate for individuals not in stable
relationship depends on age with probability increasing with age until age 22 then
decreasing. Age-difference at the time of partnership formation was assumed to be
constant over years. Probability to have unprotected anal intercourse (UAI) with
stable partner depends on sero-difference, the fact to have casual partners and the
length of relationship dichotomized at UAI was estimated using EPG2004. Of note,
the probability to have no UAI in a month is 53.9% as 38.8% individuals reported
only one or two UAI in the last year in EPG2004 survey. Probability to have casual
partners depends on age, HIV-status and the fact to have a stable partner and was
modelled using a logistic regression. Probability to have UAI with casual partners
does not depend on age neither on the fact to have a stable partner. It depends
only on HIV-status and the fact to have UAI with stable partner The number of
UAI per months was also modelled for casual partnerships (cf. Table 5.3).
The HIV transmission module
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Age at first intercourse with a man Gaussian distribution ℵ (2.89, 0.29)
Probability to be in couple Smoothing of 2 logistic regressions
(age <29 and age >29)
-age< 29 :
log[P(couple)/(1-P(couple)]=1.56
-0.00188×age
-age > 29 :
log[P(couple)/(1-P(couple)]=-0.472
+-0.0515×age
Couple lifetime Γ(3.08 . 0.0968×age + 0.00113×age2,
2.11×age . 35.17)
Partner age ℵ (11.6 0.0760×age1.5, 6.42
+ 2.93 10−5×age3)
Probability of being diagnosed 0.263 + 0.046×age - 0.000488×age2
Table 5.3 – Initial setting of parameters
HIV transmission occurs only from UAI. HIV transmission occurs randomly at each
sexual encounter with a given probability. Contamination is therefore simulated by
computing the probability of HIV transmission for each sexual contact. The viral
load of the stable partner is considered while for casual partner, an average viral load
for all HIVinfected individual is estimated monthly. The probability of transmission
is derived from the following equation (Wilson et al., 2008 and 2009) :
β1 = 2.45
LogV1/V0β0 (26)
with β0 transmission probability for V0 viral load and β1 transmission proba-
bility for V1 viral load.
Viral load distribution is estimated from spermatic viral load distribution publi-
shed by (Pilcher et al., 2004 and 2007). They studied sero-conversion in 951 men
attending the STI clinic at Kamuzu Central Hospital, Lilongwe, Malawi. The esti-
mated time of peak viral load for semen was 30±4 days and mean semen viral load
decreased rapidly to a nadir by day 68, therefore we estimated the time for primary
infection to be one month (one step from our simulation process). The difference
between the peak (4.5± 0.4 log10 copies/ml) and nadir (2.9± 0.2 log10 copies/ml)
mean semen viral loads was statistically significant (P < 0.001), therefore we com-
puted a Gaussian distribution with mean 4.5 and standard deviation 0.4 for the
log10 viral load during the first month following infection (primary infection), and
a Gaussian distribution with mean 2.9 and standard deviation 0.2 for the log10 viral
load for the following months (asymptomatic stage). If the infection was diagnosed,
the viral load was simulated from the viral load distribution observed in the French
HIV Hospital database (ANRS CO4 FHDH in (Le Vu et al., 2010), i.e. less than
5 copies per ml for 82% of patients (the infection is controlled by treatment) and
the same as individuals during the asymptomatic stage for the remaining patients
(individuals untreated or under treatment, but with uncontrolled viral load). At
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each step, therefore each month, probability to be diagnosed has been estimated to
be 0.01. Indeed, 2000 to 2500 HSH have been diagnosed each year between 2004 and
2009 ( 7.6/1000 HSH). As 20% of diagnoses occur during primary infection, 6/1000
HSH are diagnosed outside primary infection each year. As prevalence is around
15% in HSH from which a third is undiagnosed, therefore the monthly probability
to be tested is closed to 1%.
Simulation process
The model was encoded in Java. The simulation process begins in 2004. A
single parameter, the baseline transmission probability, was allowed to change in
order to fit HIV incidence between 2004 and 2008 at the 1% level. This probability
was estimated through dichotomization using a sample size of 10000 persons. This
basal scenario is referred as scenario H0. For each scenario, the population evolution
was simulated over a 20-year period using a 10000 population sample, using the
initial setting of parameters given in Table 5.3. The basic reproduction number
(R0), i.e. the mean number of secondary cases caused by an infected individual,
was calculated by the annual incidence divided by prevalence and multiplied by the
survivorship mean of infected HSH.
Sensitivity analysis on the link between viral load and transmission
probability
Assuming equation (24) means that transmission probability is multiplied by
4.2 and divided by 7.2 during primary infection and treatment respectively compa-
red to asymptomatic stage. This assumption is controversial, as (Hollingsworth et
al., 2008) concluded that treatment reduces infectivity from a factor 26 and (Fraser
et al., 2007) concluded that transmission probability could not be higher than the
one observed during asymptomatic stage. Furthermore, a recent clinical trial (Char-
lebois et al., 2011) comparing early and delayed treatment shows that treatment
reduces infectivity from a 25 factor. These data questioned the 2.45 parameter of
equation (24). We therefore simulated another scenario (T1) with the same parame-
ters as the baseline scenario but multiplying the coefficient 2.45 of equation (24) by
2. Therefore, with the latter scenario, the probability of transmission is respectively
12.7 more for primary infection and 33 less for individuals under treatment than for
individuals in asymptomatic stage. We also simulated a model (T2) in which the
2.45 coefficient was also replaced by 4.9, but the transmission probability stagnates
for primary infection compared to asymptomatic stage.
5.4.3 Predictive power of the model
Scenario H0
The baseline transmission probability in asymptomatic stage has been estima-
ted by dichotomy to be 0.7%, giving a stable incidence closed to 1% from 2004
to 2008. While incidence is stable with a great variability, prevalence significantly
increases over the studied period, from 23% in 2004 to 40% in 2024 in individuals
aged 60 or more and from 29% to 36% in the 50-59 years class, while being constant
in other age class. Mean age at infection is stable around 41 years, while mean age
of infected increases from 50 to 52 years. Individuals are mainly (70%) infected
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by their stable partner and the basic reproduction number is stable, around 1.5,
therefore HIV is epidemic (cf. Fig. 5.7).
Sensitivity analysis on the link between viral load and transmission
probability
We observe the same trends as for H0 scenario : stable incidence, and increa-
sed prevalence particularly among infected individuals above 60 years. Meanwhile,
prevalence increases less than for simulation H0 (23% compared to 25%), with
stable prevalence in the 50-59 years class and a prevalence reaching 37% for indivi-
duals above 60 in 2024. The basic reproduction number is also stable and estimated
around 1.4, therefore less than for H0 simulation. Scenarios T1 and T2 do not differ
from each others (cf. Fig. 5.7).
Intervention scenarios
For scenario I1, incidence decreases while prevalence remains stable. For scena-
rio I2, as probability to be tested is three times the one of scenario I1, the proportion
of diagnosed infected individuals is 91% whereas it is only 75% for scenario I1. In
the latter scenario, both incidence and prevalence decrease. For scenario I1 and I2,
the basic reproduction number for the epidemic is under one in 2024, showing that
such strategies could stop the epidemic. For scenario I3 which involved scenario I2
and an increase in the proportion of individuals having UAI, both incidence and
prevalence increase and the basic reproduction number is larger than for scenario
H0 (cf. Fig. 5.7).
5.5 Perspectives
5.5.1 Influence of the contact duration
Let introduce a contact duration τ and a contagion coefficient β depending on
τ , for example as in Fig. 5.8. Then, we have, if f and µ are equal to 0 :
P (S(t+ dt) = k, I(t+ dt = N − k)− P ((S(t) = k, I(t) = N − k) =
−βk(N − k)dt
∫ T
0
P (S(t− τ) = k, I(t− τ) = N − k)dτ
+β(k + 1)(N − k − 1)dt
∫ T
0
P (S(t− τ) = k + 1, I(t− τ) = N − k − 1)dτ
This microscopic equation leads to the following equation ruling the expectations
of the random variables S and I : dE(S(t))/dt = −β
∫ T
0
E(S(t− τ))E(I(t− τ))dτ
and the macroscopic equation :
dS(t)/dt = −β
∫ T
0
S(t− τ)I(t− τ)dτ
If we relax the strong condition coming from stochastic chemistry in order to have
more than only one contagious contact between t and t + dt, we can count the
contact number by using a contact stochastic process in a social network (Yang et
al., 2008).
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 Figure 5.8 – HIV incidence in scenario H0 between 2009 and 2024 (top),
with increase of incidence in young age classes and peak in 30-39 class ;
impact of primo-infection in H0, T1 and T2 in 2024 (middle) and of strategy
test and treat in I3 (bottom).
5.5.2 Confinement and Saturation
The localisation of contamination has been treated by different authors like
(Amarasekare, 1998 ; Filipe and Gibson, 2001) and the coexistence at the same lo-
cation of hosts, vectors and pathogens can be considered as concomitant presence
in common least diffusion regions (Demongeot et al., 2012b). When contagion oc-
curs in confined locations (like professional, educational or residence buildings),
we can use saturation dynamics terms coming from the enzymatic kinetics (cf.
for example (Demongeot, 1977 ; Demongeot, 1981 ; Demongeot and Kellershohn,
1983) : we express all the possibilities to have together k from S susceptibles and i
from I infectious in n contagion sites located in B buildings. We call this quantity
the partition function P (S, I) and B(∂2LogP/∂LogS∂LogI)/n is the total mean
number of occupied sites, considered as proportional to the infection rate, and we
have in a SI model :
dS(t)/dt = −βB(∂2LogP/∂LogS∂LogI)/n+ fS − µS + ρI
dI(t)/dt = βB(∂2LogP/∂LogS∂LogI)/n+ f
′
I − µ
′
S + ρI
(27)
An example of such dynamics is the saturation Michae¨lian one, if there is only one
contagion site :
P (S, I) = (1 + νC,SS)(1 + νC,II) (28)
where νC,S(resp. νC,I) is the probability for a susceptible (resp. infective) to access
a contagion site. If νC,S = 1 and νC,I ≪ 1, then the infection rate equals about
132
 Figure 5.9 – Dependence of contagion coefficient β on contact duration τ .
βSI/(1 + S) and the equations of the SI dynamics are :
dS(t)/dt = −βS(t)I(t)/(1 + S(t)) + (f − µ+ ρ)S(t) (29)
dI(t)/dt = βS(t)I(t)/(1 + S(t)) + (f
′
− µ
′
− ρ)I(t)
The endemic not zero asymptotic state (S∞, I∞) verifies :
βI∞ = (f − µ+ ρ)(1 + S∞) and βS∞ = (−f
′
+ µ
′
+ ρ)(1 + S∞),
hence S∞ = (−f
′
+µ
′
+ ρ)/(β+ f
′
−µ
′
− ρ) and I∞ = (f −µ+ ρ)(β+ f
′
−µ
′
− ρ)
The basic reproduction rate of the infection R0, defined as the number of secondary
infections produced by one primary infection in a wholly susceptible population, is
equal to :
R0 = βS0/[(−f
′
+ µ
′
+ ρ)(1 + βS0)],
If more than one secondary infection is produced from one primary infection, that
is, R0 > 1, an epidemic ensues. Suppose now that the total population size N
is not constant, but tends to a constant N∞ = S∞ + I∞, when t goes to infi-
nity : S(t) decreases from initial value S0 to asymptotic value S∞ < S0, such as
βS∞/(1+S∞) = −f
′
+µ
′
+ ρ, and if R0 > 1, I(t) increases to I∞, when t tends to
infinity, and there is no epidemic wave, only an endemic asymptotic behaviour. Such
a behaviour can also occur in case of threshold dynamics in which vC,S and vC,I de-
pend on the sites occupation and are not zero only if the n susceptible and infective
sites are saturated as follows, where P is called the Hill’s kinetic partition function :
P (S, I) = (1 + vC,SS
n)(1 + vC,II
n) (30)
The last example could be allosteric (concerted or not) kinetics (Demongeot and
Laurent, 1983).
5.5.3 Non-linear interactions
Threshold interactions were already non-linear ones. We can introduce a last
formalism for being able to define non-linear n-uples interactions and simulate the
model as in a spatial Markovian (Demongeot and Sene´, 2011 ; Demongeot and
Waku, In Press) or renewal context (Demongeot and Fricot, 1986).
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Figure 5.10 – Simulation of social networks with 3 states, grey Susceptibles,
violet Infected not Infectious and red Infectious : initial conditions of a social
network (a) evolving to its asymptotic state in case of random (b), small
world (c), scale free (d) and homophilic networks (e).
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 Figure 5.11 – Social network, with inter-individual and social links.
5.5.4 Social networks
The importance of the social networks for modelling the diffusion of contagion
diseases has been recently emphasized by numerous works both medical and theo-
retical (Christakis and Fowler, 2006 ; Durett, 2010 ; Taramasco, 2011 ; Taramasco
and Demongeot, 2011). These networks can have different graph architectures and
follow different building rules. Four graphs can be tested (Fig. 5.10) : pure random
graph (links chosen by chance), free scale graph (the distribution of out-degrees
follows a power law), small world graph (from a random graph, links around hub
nodes are reinforced, following rules given in Duchon et al., 2008 ) and homophilic
graph. For example, the homophilic rule is defined as the tendency of an individual
to create links with other individuals sharing similar attributes with him and to cut
links with other dissimilar individuals, by playing with agents involved in infectious
contacts having the same given state (e.g. for obesity, susceptible S, overweight W
and obese O). The tendency an agent or node i has to create or cut a link with
another agent j in a social contagion graph G having N agents, depends on a si-
milarity distance d(i, j) in the graph. Let us suppose that there are for example
three possible states a (Susceptible), b (Infected not Infectious), c (Infectious) in
the social graph and denote at time t by Lab(t) (resp. Laa(t), La(t) and L(t)) the
number of heterophilic (resp. homophilic of type a, out type a nodes and total)
links at time t, and by τ the relaxation time. We suppose during each time lapse
of duration τ , a certain proportion of nodes creates (resp. cancels) links toward
nodes being in same (resp. different) state, with a certain tolerance threshold, by
following successive steps (Taramasco, 2011) :
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1. At t = t0, generate the random value τ from an exponential distribution of
parameter 1/β
2. At t = t0 + τ ,
• choose a fraction φ of nodes in G. Let M = φN .
• for each node i of these M nodes, define its initial state xi(0) (known
initial conditions), its out-degree ki ∈ N (equal to the number of links
exiting from i), generate its tolerance to the difference, a real 0 ≤ hi ≤ 1,
from a probability distribution g(h) and do the following operations :
- for ki = 0, create a connection from i to j :
· choose a node j by chance among N 1 other nodes
· create a link from i to j with probability h
d(i,j)
i , where d(i, j) is the
direct distance between i and j, with 2 levels : 0 and 1, as follows :
d(i, j) = 0, if xi(0) = xj and d(i, j) = 1, if xi(0) 6= xj(0)
- ki ≥ 1, create connection or disconnection from i to j :
· if Vi denotes the set of neighbours of i, let choose a node j among the
| Vi | neighbours of i with the probability 1/ki. We will denote by V
i
j
the set of the neighbours of j, minus i
· let s(i, j) be the total similarity distance between nodes i and j. The
indirect distance c is defined by :
c(i, j) =
∑
k∈V i
j
d(i, k)/(kj − 1) and c(i, j) = 0, if kj = 1
The link between i and j will be cut with the probability 1− h
s(i,j)
i ,
where the total distance s is defined by : s(i, j) = d(i, j), if c(i, j) = 0
and s(i, j) = αd(i, j) + (1− α)c(i, j), if c(i, j) 6= 0
· if the link between i and j has been cut, we choose by chance a new
node k in G \ Vi \ V
i
j and we create a link from i to k with the
probability f(d(i, k))nx(k)h
d(i,k)
i /[
∑
l∈G\Vi\V ij
nx(l)h
d(i,l)
i ], where nx(l)
is the number of nodes in G \ Vi \ V
i
j having the same state as l, i.e.
nx(k) = nS (resp. nW and nO), where f(d(i, k)) = 1, if d(i, k) = 0 and
f(d(i, k)) = 0, if d(i, k) = 1
3. Change the states x(j), for all j at the end of links created, by increasing
their values of one unit
4. Generate a new τ and go to 2
5. Stop when graph is no more changing.
The approach described above has highlighted the necessity to integrate a random
dynamics at each scale to better understand the evolution of the epidemic inside the
social network (Fig. 5.11, in which the contagious disease diffusion can be blocked if
links are destroyed by some public health policy decisions like vaccination, eviction,
quarantine (Magal et al.., 2010) preventing the epidemic spread in a new adapted
heterogeneous medium (Caputo and Sarels, 2011).
5.6 Conclusion
We have in this paper given a panorama about stochastic methods in epidemics
modelling from random contacts until random social networks. A notable improve-
ment could come in the future from studies, which would be able to take into account
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the genetic trend involving both host, vector and infectious agent genomes, modi-
fying the regulatory networks ruling the gene expression (cf. for example (Elena,
2004 and 2009 ; Elena et al., 2008 ; Elena and Demongeot, 2008 ; Ben Amor et al.,
2008 ; Demongeot et al., 2008, 2009 and 2011 ; Glade and al., 2011 ; Demongeot
and Waku, In Press). This genetic trend comes from the co-existence in social net-
works of all actors of the contagious disease game interacting through confined and
repeated contacts. A way to introduced this genetic trend could be to use delays
and different time scales, in order to model with accuracy the contacts between
individuals (hosts and vectors) and pathogens, until the cellular level with its mo-
lecular consequences on the genomic change and the adaptation of the proteomic
expression (concerning both immunologic and viral proteins).
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Chapitre 6
Spatialisation d’un mode`le
multigroupes SEIRS
Re´sume´. Dans ce chapitre, nous introduisons des coordonne´es spatiales dans un
mode`le multigroupe de type SEIRS, dans un repe`re de type R2. Apre`s obtention
de deux points d’e´quilibre, nous e´tudions le mode`le dans le cas ou` n = 1, puis dans
le cadre ge´ne´ral. L’analyse de la stabilite´ du point d’e´quilibre ende´mique est faite
dans les deux cas cite´s pre´ce´demment. Ensuite, nous donnons les conditions de sta-
bilite´ permettant l’obtention de la stabilite´ du point d’e´quilibre ende´mique dans le
premier cas, i.e, lorsque n = 1, en utilisant le crite`re de Routh-Hurwitz, puis nous
fournissons les conditions permettant l’obtention de la stabilite´ asymptotique, dans
le cas ge´ne´ral, en utilisant une fonction de Lyapunov ade´quate.
6.1 Introduction
La mode´lisation e´pide´miologique a connu un grand essor, depuis les premiers
mode`les dus a` Bernoulli (1760), Hamer (1906), Ross (1911, 1916 et 1917) et Ker-
mack et McKendrick (1927). Meˆme si l’on sait qu’une action unique doit survenir
a` un instant et en un lieu donne´s, on peut cependant constater que la majorite´ des
mode`les e´pide´miques est uniquement e´tudie´e par rapport au temps. Ainsi, Castillo-
Chavez et al. (1996) ont e´tudie´ une population he´te´rosexuelle active, expose´e a` deux
souches concurrentes et distinctes de gonorhe´e, en supposant que l’hoˆte ne peut pas
eˆtre envahi simultane´ment par les deux souches, sauf dans des cas tre`s spe´cifiques.
Aron (1998), quant a` lui, a compare´ deux mode`les e´pide´miologiques du paludisme
incorporant l’immunite´. Il a montre´ que diffe´rentes caracte´risations de l’immunite´,
provoque´e par l’exposition a` l’infection , ge´ne`rent des re´sultats qualitativement
diffe´rents. Les tentatives pour controˆler la maladie en re´duisant la transmission
ou en augmentant le taux de gue´rison peuvent produire une augmentation de la
pre´valence dans un mode`le compartimental ayant des e´tats e´pide´miologiques dis-
crets. Dans un cadre similaire, Anderson et Britton (2000) ont traite´ d’un mode`le
stochastique de´crivant la propagation d’une maladie infectieuse qui procure une im-
munite´ a` vie, dans une communaute´ ou` des individus meurent et d’autres naissent,
et ce, en fonction du temps. Lorsque la taille de la population augmente, le proces-
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sus de l’e´pide´mie converge vers un processus de diffusion.
Plusieurs facteurs spatiaux ont de´ja` e´te´ inte´gre´s dans des mode´lisations e´pide´miologiques.
Les taux de contacts ont e´te´ les premiers, et ce de`s les premiers pas de l’e´pide´miologie.
On peut voir par exemple, dans Hamer (1906), l’utilisation de la loi d’action de
masse, dont la vitesse re´actionnelle est une fac¸on d’introduire le taux de contact.
Ce proce´de´ est maintenant tre`s re´pandu dans la mode´lisation (cf. Rogier et Sallet
(2004), Guo et al. (2006), Allen et al. (2008), Yakob et al. (2010) ou encore Nakata
et Kuniya (2010)). Cependant, ce parame`tre est tre`s souvent introduit sous forme
de coefficient multiplicatif.
Un autre parame`tre de la mode´lisation spatiale, qui est tre`s souvent utilise´, est
le morcellement de la zone que l’on va e´tudier en petites zones dans lesquelles on va
reproduire le meˆme sche´ma de mode´lisation, en conside´rant que les individus qui
vivent dans les diffe´rentes zones interagissent entre eux ou pas. Li et Zou (2009)
ont, par exemple, propose´ un mode`le SIR, avec une pe´riode de latence fixe, et des
individus latents qui diffusent dans la population. Le mode`le ainsi formule´ a une
structure de´mographique simple pour une population vivant dans un environne-
ment spatialement continu. Le mode`le est donne´ par un syste`me d’e´quations de
re´action-diffusion, avec un retard discret pour les latents, et un terme spatialement
non-local, duˆ a` la mobilite´ des individus latents, pendant leur pe´riode de latence.
En 2010, Li et Zou ont e´galement formule´ un mode`le SIR ayant e´galement une
structure de´mographique simple pour la population, dans un mode`le de type multi-
groupes. Le mode`le, compose´ d’un syste`me d’e´quations diffe´rentielles, a un retard,
qui est suppose´ fixe´. A partir du syste`me ainsi de´fini, ils tirent une expression du
taux de reproduction de base, R0 et ils montrent que l’e´quilibre sans maladie est
globalement asymptotiquement stable si R0 < 1 et devient instable si R0 > 1.
Dans ce dernier cas, il existe au moins un e´quilibre ende´mique, et la maladie est
uniforme´ment persistante. Pour n = 2, deux cas particuliers sont conside´re´s, pour
illustrer l’impact conjoint de la latence de la maladie et de la mobilite´ de la po-
pulation sur la dynamique de la maladie. Li et al. (2010) ont investi une classe
de mode`les e´pide´miques multigroupes avec un retard distribue´. Ils ont montre´ que
la dynamique globale est comple`tement de´termine´e par le taux de reproduction
de base, R0 plus spe´cifiquement, ils montrent que lorsque R0 < 1, l’e´quilibre sans
maladie est globalement asymptotiquement stable. Lorsque R0 ≥ 1 cet e´quilibre
devient instable, et il existe alors un unique e´quilibre ende´mique, dont ils prouvent
la globale stabilite´ asymptotique, en utilisant la me´thode fonctionnelle de Lyapu-
nov.
Le dernier des facteurs spatiaux que nous allons invoquer est la diffusion. Elle est
ge´ne´ralement issue des mode`les de type de re´action-diffusion et sert a` inte´grer l’es-
pace dans le mode`le ou, plus pre´cise´ment, dans l’analyse du de´veloppement d’une
maladie et la prise en compte de l’effet de propagation de ladite maladie, au sein
d’une population. C’est ce genre de mode`le qu’Allen et al. (2008) ont e´tudie´, a`
savoir un mode`le spatial SIS de re´action-diffusion, afin de comprendre l’impact de
l’he´te´roge´ne´ite´ spatiale et l’impact des mouvements des individus sur la persistance
et l’extinction d’une maladie. L’accent a e´te´ mis sur l’existence, l’unicite´ et no-
tamment le profil temporel des retours aux e´tats d’e´quilibre. Kim et al. (2010) ont
e´labore´ un mode`le qui de´crit la transmission de la grippe aviaire chez les hommes
et les oiseaux. Le comportement des solutions positives d’un syste`me de re´action-
diffusion, avec des conditions de Neumann homoge`nes aux frontie`res fait l’objet
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d’investigations. Des conditions suffisantes pour la stabilite´ asymptotique globale et
locale sont fournies par l’analyse spectrale et au moyen d’une fonction de Lyapunov.
Ils montrent que l’e´quilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable,
si les taux de contact des oiseaux-susceptibles et des humains-susceptibles sont
faibles. Afin d’e´viter l’apparition d’une pande´mie de la grippe aviaire, ils sugge`rent
de re´duire le taux de contact des humains-susceptibles avec les individus infecte´s.
Chinviriyasit et Chinviriyasit (2010) ont e´tudie´ un mode`le spatial SIR de re´action-
diffusion pour la transmission de maladies telle que la coqueluche. Apre`s avoir pose´
les conditions de Neumann homoge`nes aux frontie`res, comme pre´ce´demment, ils
trouvent des conditions suffisantes pour la stabilite´ asymptotique globale et locale,
par line´arisation, et en faisant usage d’une fonction de Lyapunov. Chinviriyasit et
Chinviriyasit (2010), ainsi que Kim et al. (2010) ont par ailleurs montre´ que les
mode`les classiques ne´gligent toute structure spatiale de la propagation de la ma-
ladie, et sont certainement inapplicables pour prendre en charge les de´placements
des populations humaines. Par conse´quent, il est important que les termes de diffu-
sion soient pris en conside´ration, afin d’e´tudier si, et comment, l’he´te´roge´ne´ite´ peut
affecter la dynamique des maladies.
Dans la pre´sente the`se, on de´finit un mode`le multi-groupes de type SEIRS, dans
lequel on introduit des coordonne´es spatiales. Apre`s simplification, en passant aux
coordonne´es polaires, on obtient un syste`me ayant une diffusion spatiale des in-
fecte´s et des susceptibles, non line´aire et de la forme de l’e´quation de Poisson, en
temps et en coordonne´es spatiales. Apre`s avoir de´termine´ le taux de reproduction
de base, on trouve deux points d’e´quilibre : un point d’e´quilibre sans maladie, et un
point d’e´quilibre ende´mique. Lorsque n = 1, on trouve les conditions de stabilite´
en utilisant le crite`re de Routh-Hurwitz. Dans le cas ge´ne´ral, on e´tudie la stabilite´
du point d’e´quilibre ende´mique a` l’aide d’une fonction de Lyapunov adapte´e au
syste`me e´tudie´ dans le cadre ge´ne´ral, et on trouve des conditions pour la stabilite´
trajectorielle et pour la stabilite´ asymptotique.
6.2 Pre´sentation du mode`le
On suppose que les nouveaux individus, que ce soient ceux qui viennent d’autres
groupes ou les nouveaux-ne´s, sont susceptibles, qu’il n’y a pas de vaccination, que
ce soit des personnes qui sont de´ja` e´tablies dans les groupes ou de celles qui les
inte`grent. En ce qui concerne la mortalite´, on suppose qu’elle est identique pour les
susceptibles, les infecte´s non-infectieux et les gue´ris, tandis que, pour les infectieux,
hormis le taux de mortalite´ naturelle, nous avons une sur-mortalite´ induite par la
maladie. Le sche´ma de contamination est donc le suivant : un individu susceptible,
apre`s avoir e´te´ contamine´, devient infecte´, et entre dans une pe´riode de latence,
jusqu’a` ce qu’il soit capable de transmettre la maladie. Une fois gue´ri, il redevient
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susceptible. Cela se traduit par le syste`me d’e´quations ci-dessous :
∂Sk(t, qk)
∂t
= pk + ωkRk(t, qk)− (dk + θk)Sk(t, qk)−
n∑
j=1
βkSk(t, qk)Ij(t, qk)
∂Ek(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βkSk(t, qk)Ij(t, qk)− (dk + ηk)Ek(t, qk) (1)
∂Ik(t, qk)
∂t
= ηkEk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Ik(t, qk)
∂Rk(t, qk)
∂t
= γkIk(t, qk) + θkSk(t, qk)− (dk + ωk)Rk(t, qk)
ou` qk = (xk, yk) de´signe la localisation spatiale. De plus, nous e´mettons l’hypothe`se
simplificatrice d’un unique coefficient de contamination, qui repre´sente a` la fois la
contamination induite par le groupe dont est issu l’individu, et la contamination
induite par les autres groupes. Les parame`tres re´gissant le syste`me pre´ce´dent sont
de´finis dans la Table 6.1.
Le syste`me (1) devient alors :
∂Sk(t, qk)
∂t
= pk + ωkRk(t, qk)− (dk + θk)Sk(t, qk)
−
n∑
j=1
βk
∫∫
R
f(‖ Qj − qk ‖)Sk(t, qk)Ij(t, Qj)dQj
∂Ek(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βk
∫∫
R
f(‖ Qj − qk ‖)Sk(t, qk)Ij(t, Qj)dQj)
− (dk + ηk)Ek(t, qk)
∂Ik(t, qk)
∂t
= ηkEk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Ik(t, qk)
∂Rk(t, qk)
∂t
= γkIk(t, qk) + θkSk(t, qk)− (dk + ωk)Rk(t, qk)
En supposant que la vitesse a` laquelle un individu infecte´, a` un point Qj , infecte
un individu susceptible, situe´ a` un point qk, de´pend uniquement de la distance qui
les se´pare, posons alors :
f(‖ Qj − qk ‖) =
{
h(‖ Qj − qk ‖) if ‖ Qj − qk ‖≤ δ
0 if ‖ Qj − qk ‖> δ
Ce qui fait que :∫∫
R
f(‖ Qj−qk ‖)Sk(t, qk)Ij(t, Qj)dQj =
∫∫
Dqk
h(‖ Qj−qk ‖)Sk(t, qk)Ij(t, Qj)dQj
ou` Dqk est le disque de centre qk et de rayon δ.
Faisons le changement de variable suivant : Pj = Qj − qk.
Alors :∫∫
R
f(‖ Qj − qk ‖)Sk(t, qk)Ij(t, Qj)dQj = Sk(t, qk)
∫∫
D0
h(‖ Pj ‖)Ij(t, Pj + qk)dPj (2)
ou` D0 est le cercle de centre l’origine et de rayon δ.
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Parame`tres De´finition
βk taux de contagion dans le groupe k
dk taux de mortalite´ dans le groupe k
ǫk taux de mortalite´ duˆ a` la maladie chez les Infectieux du groupe k
ωk taux de Gue´ris ayant perdu leur immunite´ dans le groupe k
pk Influx de nouvelles personnes dans le groupe k
θk taux de Susceptibles immunise´s dans le groupe k
ηk Vitesse a` laquelle un Infecte´ devient Infectieux dans le groupe k
γk Vitesse de gue´rison dans le groupe k
Table 6.1 – De´finitions des parame`tres utilise´s dans le syste`me (1).
Puisque qk = (xk, yk) et Pj = (uj , vj), supposant uj et vj suffisamment petits et
en faisant un de´veloppement limite´ a` l’ordre 2, il vient que :
Ij(t, Pj + qk) = Ij(t, xk + uj , yk + vj)
= Ij(t, xk, yk) +
∂Ij(t, xk, yk)
∂xk
uj +
∂Ij(t, xk, yk)
∂yk
vj
+
1
2
[
∂2Ij(t, xk, yk)
∂x2k
u2j + 2
∂2Ij(t, xk, yk)
∂xk∂yk
ujvj +
∂2Ij(t, xk, yk)
∂y2k
u2j
]
+ o ‖ dIj(t, xk + uj , yk + vj)
3 ‖
Par la suite, nous adopterons les notations suivantes :
Ixk(t, qk) =
∂Ij(t, xk, yk)
∂xk
; Iyk(t, qk) =
∂Ij(t, xk, yk)
∂yk
Ixkxk(t, qk) =
∂2Ij(t, xk, yk)
∂x2k
; Iykyk(t, qk) =
∂2Ij(t, xk, yk)
∂y2k
Ixkyk(t, qk) =
∂2Ij(t, xk, yk)
∂xk∂yk
Ce qui fait que
Ij(t, Pj + qk) = Ij(t, qk) + Ixk(t, qk)uj + Iyk(t, qk)vj
+
1
2
(
Ixkxk(t, qk)u
2
j + 2Ixkyk(t, qk)ujvj + Iykyk(t, qk)v
2
j
)
152
En revenant a` notre double inte´grale (2) , nous obtenons :∫∫
D0
h(‖ Pj ‖)Ij(t, Pj + qk)dPj = Ij(t, qk)
∫∫
D0
h(
√
u2j + v
2
j )dujdvj
+ Ixk(t, qk)
∫∫
D0
ujh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj
+ Iyk(t, qk)
∫∫
D0
vjh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj
+
1
2
Ixkxk(t, qk)
∫∫
D0
u2jh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj
+ Ixkyk(t, qk)
∫∫
D0
ujvjh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj
+
1
2
Iykyk(t, qk)
∫∫
D0
v2jh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj
Posons maintenant : uk = r cos θk, vk = r sin θk avec 0 ≤ r ≤ δ et 0 ≤ θk ≤ 2π.
Alors on aura :
1. ∫∫
D0
h(
√
u2j + v
2
j )dujdvj =
∫ 2π
0
∫ δ
0
rh(r)drdθk = 2π
∫ δ
0
rh(r)dr (3)
2. ∫∫
D0
ujh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj =
∫ 2π
0
∫ δ
0
r2 cos θkh(r)drdθk = 0 (4)
3. ∫∫
D0
vjh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj =
∫ 2π
0
∫ δ
0
r2 sin θkh(r)drdθk = 0 (5)
4.∫∫
D0
u2jh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj =
∫ 2π
0
∫ δ
0
r3 cos2 θkh(r)drdθk = π
∫ δ
0
r3h(r)dr (6)
5.
2
∫∫
D0
ujvjh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj = 2
∫ 2π
0
∫ δ
0
r3 cos θk sin θkh(r)drdθk
=
(∫ 2π
0
2 cos θk sin θkdθk
)(∫ θ
0
r3h(r)dr
)
(7)
= 0
car
∫ 2π
0
2 cos θk sin θkdθk =
∫ 2π
0
sin 2θkdθk = 0
6. ∫∫
D0
v2jh(
√
u2j + v
2
j )dujdvj =
(∫ 2π
0
sin2 θkdθk
)(∫ δ
0
r3h(r)dr
)
= π
∫ δ
0
r3h(r)dr
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Si l’on pose a = 2π
∫ δ
0
rh(r)dr et b = π2
∫ δ
0
r3h(r)dr, alors nous avons que :
∫∫
D0
h(‖ Pj ‖)Ij(t, Pj + qk)dPj = aIj(t, qk) + b(Ixkxk(t, qk) + Iykyk(t, qk))
Le syste`me d’e´quations re´gissant notre mode`le devient donc :
∂Sk(t, qk)
∂t
= pk + ωkRk(t, qk)− (dk + θk)Sk(t, qk)
−
n∑
j=1
βk {aIj(t, qk) + b[Ixkxk(t, qk) + Iykyk(t, qk)]}Sk(t, qk)
∂Ek(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βk {aIj(t, qk) + b[Ixkxk(t, qk) + Iykyk(t, qk)]}Sk(t, qk)
− (dk + ηk)Ek(t, qk)
∂Ik(t, qk)
∂t
= ηkEk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Ik(t, qk)
∂Rk(t, qk)
∂t
= γkIk(t, qk) + θkSk(t, qk)− (dk + ωk)Rk(t, qk)
En posant ∇2Ij(t, qk) = Ixkxk(t, qk) + Iykyk(t, qk), le syste`me pre´ce´dent devient :
∂Sk(t, qk)
∂t
= pk + ωkRk(t, qk)− (dk + θk)Sk(t, qk)
−
n∑
j=1
βk
{
aIj(t, qk) + b∇
2Ij(t, qk)
}
Sk(t, qk)
∂Ek(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βk
{
aIj(t, qk) + b∇
2Ij(t, qk)
}
Sk(t, qk)
− (dk + ηk)Ek(t, qk) (8)
∂Ik(t, qk)
∂t
= ηkEk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Ik(t, qk)
∂Rk(t, qk)
∂t
= γkIk(t, qk) + θkSk(t, qk)− (dk + ωk)Rk(t, qk)
6.3 Recherche des points d’e´quilibre
6.3.1 De´finition
Soient U un ouvert donne´, a un point contenu dans U et f , une fonction de´finie
sur R×U . On dit que a est un point d’e´quilibre ou un point singulier de f , si, pour
tout t, f ′(t, a) = 0.
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6.3.2 Points d’e´quilibre
Pour l’e´quilibre sans maladie du syste`me (8), nous avons donc :
Ej = Ij = Rj = 0, ce qui re´duit le syste`me pre´ce´dent a` l’unique e´quation suivante :
∂Sk(t, qk)
∂t
= pk − (dk + θk)Sk(t, qk)
En annulant cette dernie`re, il vient que
S∗k(t, qk) =
pk
dk + θk
(9)
Pour l’e´quilibre ende´mique, c’est tout le syste`me qu’on annule, afin de chercher les
points d’e´quilibre, ce qui nous me`ne a` :
pk + ωkR
∗
k − (dk + θk)S
∗
k =
n∑
j=1
βk{aI
∗
j + b∇
2I∗j }S
∗
k (10)
n∑
j=1
βk
{
aI∗j + b∇
2I∗j
}
S∗k = (dk + ηk)E
∗
k (11)
ηkE
∗
k = (dk + ǫk + γk)I
∗
k (12)
γkI
∗
k + θkS
∗
k = (dk + ωk)R
∗
k (13)
Les e´quations (12) et (13) du syste`me pre´ce´dent conduisent respectivement a` :
E∗k =
dk + ǫk + γk
ηk
I∗k (14)
et :
R∗k =
1
dk + ωk
(γkI
∗
k + θkS
∗
k) (15)
Ce qui fait que l’e´quation (10) devient donc :
pk +
[
ωkθk
dk + ωk
− (dk + θk)
]
S∗k =[
(dk + ηk)(dk + ǫk + γk)
ηk
−
ωkγk
dk + ωk
]
I∗k (16)
Ce qui nous permet d’obtenir le point d’e´quilibre ende´mique P ∗k = (S
∗
k , E
∗
k , I
∗
k , R
∗
k),
avec S∗k , E
∗
k , I
∗
k et R
∗
k de´finis comme suit :
S∗k =
pk
ωkθk
dk+ωk
− (dk + θk)
[
(dk+ηk)(dk+ǫk+γk)
ηk
− ωkγkdk+ωk
pk
I∗k − 1
]
(17)
E∗k =
dk + ǫk + γk
ηk
I∗k (18)
R∗k =
1
dk + ωk
(γkI
∗
k + θkS
∗
k) (19)
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6.3.3 Changement de variables
Afin de centrer et line´ariser le mode`le (8), nous proce´dons au changement de
variables suivant :
Uk = Sk − S
∗
k ; Vk = Ek − E
∗
k ; Wk = Ik − I
∗
k ; Zk = Rk −R
∗
k
Nous obtenons , en ne´gligeant les termes du second ordre en U , V , W et Z :
∂Uk(t, qk)
∂t
= [−(dk + θk)−
n∑
j=1
βk{aI
∗
j (t, qk) + b∇
2I∗j (t, qk)}]Uk(t, qk)
−
n∑
j=1
aβkS
∗
k(t, qk)Wj(t, qk) + ωkZk(t, qk)
∂Vk(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βk{aI
∗
j (t, qk) + b∇
2I∗j (t, qk)}Uk(t, qk)
+
n∑
j=1
aβkS
∗
k(t, qk)Wj(t, qk)− (dk + ηk)Vk(t, qk) (20)
∂Wk(t, qk)
∂t
= ηkVk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Wk(t, qk)
∂Zk(t, qk)
∂t
= γkWk(t, qk) + θkUk(t, qk)− (dk + ωk)Zk(t, qk)
6.3.4 Etude des cas ende´mique et e´pide´mique
Lorsque k = 1, c’est-a`-dire lorsque le syste`me d’e´quations pre´ce´dent se re´duit a`
un seul groupe, notre mode`le devient :
∂U(t, q)
∂t
= [−(d+ θ)− β{aI∗(t, q) + b∇2I∗(t, q)}]U(t, q)
− aβS∗(t, q)W (t, q) + ωZ(t, q)
∂V (t, q)
∂t
= β{aI∗(t, q) + b∇2I∗(t, q)}U(t, q) (21)
+ aβS∗(t, q)W (t, q)− (d+ η)V (t, q)
∂W (t, q)
∂t
= ηV (t, q)− (d+ ǫ+ γ)W (t, q)
∂Z(t, q)
∂t
= γW (t, q) + θU(t, q)− (d+ ω)Z(t, q)
On pose :
A =


−(d+ θ)− β{aI∗(t, q) + b∇2I∗(t, q)} 0 −aβS∗(t, q) ω
β{aI∗(t, q) + b∇2I∗(t, q)} −(d+ η) aβS∗(t, q) 0
0 η −(d+ ǫ+ γ) 0
θ 0 γ −(d+ ω)


(22)
B = (U, V,W,Z)T
et
B˙ = (U˙ , V˙ , W˙ , Z˙)T
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Alors notre syste`me (21) devient : B˙ = AB.
Nous allons maintenant re´soudre la question de la stabilite´ du point d’e´quilibre
ende´mique. Nous avons choisi d’e´tudier ce point pre´cise´ment pour voir si on peut,
malgre´ tout, controˆler la maladie, lorsqu’elle est pre´sente.
6.3.5 Crite`re de Routh-Hurwitz
Pour appliquer le crite`re de Routh-Hurwitz a` un polynoˆme d’ordre 4 de la forme
suivante :
P (x) = a0x
4 + a1x
3 + a2x
2 + a3x+ a4
il faut que :
1. tous les coefficients de ce polynoˆme soient de meˆme signe
2. la condition suivante soit remplie : (a1a2 − a0a3)a3 − a
2
1a4 > 0
Nous allons donc, dans l’imme´diat, commencer par de´terminer le polynoˆme ca-
racte´ristique du syste`me (21).
Recherche du polynoˆme caracte´ristique
Pour la suite, nous fixons
A11 = (d+ θ) + β{aI
∗(t, q) + b∇2I∗(t, q)}
A21 = β{aI
∗(t, q) + b∇2I∗(t, q)}
Alors, la matrice A devient :
A =


−A11 0 −aβS
∗(t, q) ω
A21 −(d+ η) aβS
∗(t, q) 0
0 η −(d+ ǫ+ γ) 0
θ 0 γ −(d+ ω)

 (23)
Or, par de´finition,
PA(x) = det(A− xI4)
ou` I4 est la matrice identite´ d’ordre 4. Alors on a :
PA(x) =∣∣∣∣∣∣∣
−(x+A11) 0 −aβS
∗ ω
A21 −(x+ (d+ η)) (d+ η) 0
0 η −(x+ (d+ ǫ+ γ)) 0
θ 0 γ −(x+ (d+ ω))
∣∣∣∣∣∣∣
= ωB1 + [x+ (d+ ω)]B2
ou`
B1 =
∣∣∣∣∣∣
A21 −[x+ (d+ η)] (d+ η)
0 η −[x+ (d+ ǫ+ γ)]
θ 0 γ
∣∣∣∣∣∣ (24)
et
B2 =
∣∣∣∣∣∣
−(x+A11) 0 −aβS
∗
A21 −[x+ (d+ η)] (d+ η)
0 η −[x+ (d+ ǫ+ γ)]
∣∣∣∣∣∣ (25)
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Apre`s simplification, il vient que :
B1 = θx
2 + θ(2d+ η + ǫ+ γ)x− ηθ(d+ η) + ηγA21
B2 = −
{
x3 + (A11 + 2d+ η + ǫ+ γ)x
2
+ [A11(2d+ η + ǫ+ γ) + (d+ η)(d+ ǫ+ γ − η)]x
+ A11(d+ η)(d+ ǫ+ γ − η) + ηaβS
∗A21}
Puisque
PA(x) = ωB1 + [x+ (d+ ω)]B2
alors on a :
PA(x) = −(J0x
4 + J1x
3 + J2x
2 + J3x+ J4) (26)
avec
J0 = 1
J1 = A11 + 3d+ η + ω + ǫ+ γ
J2 = (d+ ω)(2d+ η + ǫ+ γ +A11) + (d+ η)(d+ ǫ+ γ − η) +A11(2d+ η + ǫ+ γ)
− ωθ
J3 = (d+ η)(d+ ω +A11)(d+ ǫ+ γ − η) + [A11(d+ ω)− ωθ](2d+ η + ǫ+ γ)
+ ηaβS∗A21
J4 = (d+ η)[A11(d+ ω)− ωθ](d+ ǫ+ γ − η) + (d+ ω)ηaβS
∗A21 − ηωγA21
Le premier crite`re de Routh-Hurwitz est que tous les coefficients du polynoˆme ca-
racte´ristique soient de meˆme signe. En appliquant cette de´finition au polynoˆme
(26), nous obtenons comme conditions :
d+ ǫ+ γ > η
A11(d+ ω) > ωθ (27)
aβS∗(d+ ω) > ωγ
Nous remarquons que les deux premiers coefficients des termes du polynoˆme (26)
sont strictements positits. On en de´duit que les conditions ne peuvent donc porter
que sur les coefficients restants, d’ou` les conditions (27) ci-dessus.
Pour satisfaire le second crite`re de Routh-Hurwitz, il suffit que 1 :
(J1J2 − J3)J3 > J
2
1J4.
Nous allons, dans la suite, e´tudier la stabilite´ du point d’e´quilibre ende´mique du
syste`me (8), en utilisant les the´ore`mes de Lyapunov.
1. Cette condition est obtenue a` partir de la seconde relation de Routh-Hurwitz
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6.3.6 Re´solution du syste`me dans le cadre ge´ne´ral
Conside´rons le syste`me (8), rappele´ par le syste`me d’e´quations suivant :
∂Sk(t, qk)
∂t
= pk + ωkRk(t, qk)− (dk + θk)Sk(t, qk)
−
n∑
j=1
βk
{
aIj(t, qk) + b∇
2Ij(t, qk)
}
Sk(t, qk)
∂Ek(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βk
{
aIj(t, qk) + b∇
2Ij(t, qk)
}
Sk(t, qk)− (dk + ηk)Ek(t, qk)
∂Ik(t, qk)
∂t
= ηkEk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Ik(t, qk)
∂Rk(t, qk)
∂t
= γkIk(t, qk) + θkSk(t, qk)− (dk + ωk)Rk(t, qk)
dont le syste`me line´arise´ est le syste`me d’e´quations (20), que l’on rappelle ci-
dessous :
∂Uk(t, qk)
∂t
=

−(dk + θk)− n∑
j=1
βk{aI
∗
j (t, qk) + b∇
2I∗j (t, qk)}

Uk(t, qk)
−
n∑
j=1
aβkS
∗
k(t, qk)Wj(t, qk) + ωkZk(t, qk)
∂Vk(t, qk)
∂t
=
n∑
j=1
βk
{
aI∗j (t, qk) + b∇
2I∗j (t, qk)
}
Uk(t, qk)
+
n∑
j=1
aβkS
∗
k(t, qk)Wj(t, qk)− (dk + ηk)Vk(t, qk)
∂Wk(t, qk)
∂t
= ηkVk(t, qk)− (dk + ǫk + γk)Wk(t, qk)
∂Zk(t, qk)
∂t
= γkWk(t, qk) + θkUk(t, qk)− (dk + ωk)Zk(t, qk)
Pour le re´soudre, conside´rons la fonction de Lyapunov suivante :
C(t, xk, yk) =
1
2
n∑
l=1
[(Uk + Vk)
2 + V 2k +W
2
k + Z
2
k ](t, xk, yk)
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Posons
C1(t, xk, yk) =
1
2
n∑
k=1
(Uk + Vk)
2(t, xk, yk)
C2(t, xk, yk) =
1
2
n∑
k=1
V 2k (t, xk, yk)
C3(t, xk, yk) =
1
2
n∑
k=1
W 2k (t, xk, yk)
C4(t, xk, yk) =
1
2
n∑
k=1
Z2k(t, xk, yk)
Nous allons maintenant calculer la de´rive´e totale de chacun des Ci, pour i = 1, ..., 4,
c’est-a`-dire calculer leurs de´rive´es par rapport a` t, xk et yk.
Calcul de la de´rive´e totale de C1
Posons :
∂C1(t, xk, yk)
∂t
=
n∑
k=1
∂(Uk + Vk)(t, xk, yk)
∂t
(Uk + Vk)(t, xk, yk)
Or, on sait que :
∂Uk(t, xk, yk)
∂t
+
∂Vk(t, xk, yk)
∂t
= −(dk + θk)Uk(t, xk, yk)− (dk + ηk)Vk + ωkZk(t, xk, yk))
Ce qui fait que :
∂C1(t, xk, yk)
∂t
=
n∑
k=1
−(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk)−
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk)
−
n∑
k=1
(2dk + θk + ηk)Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
ωkZk(t, xk, yk)[Uk(t, xk, yk) + Vk(t, xk, yk)]
Nous allons maintenant calculer la de´rive´e de C1(t, xk, yk) par rapport aux coor-
donne´es spatiales que nous avons introduites, en rappelant que qk = (xk, yk).
∂C1(t, xk, yk)
∂xk
=
∂C1(t, xk, yk)
∂t
∂t
∂xk
Or, on sait que ∂xk∂t = x˙k ; ce qui fait que :
∂C1(t, xk, yk)
∂xk
=
1
x˙k
∂C1(t, xk, yk)
∂t
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De meˆme, on a que :
∂C1(txk, yk)
∂yk
=
∂C1(t, xk, yk)
∂t
∂t
∂yk
=
1
y˙k
∂C1(t, xk, yk)
∂t
D’ou` :
dC1(t, qk) = −(1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)× [
n∑
k=1
(dk + θk)U
2
k (t, qk)]
− (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)× [
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, qk) +
n∑
k=1
(2dk + θk + ηk)Uk(t, qk)Vk(t, qk)]
+ (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)× [
n∑
k=1
ωkZk(t, qk)[Uk(t, qk) + Vk(t, qk)]] (28)
Il suffira donc de calculer la de´rive´e des Ci par rapport au temps, et de la multiplier
par le coefficient
1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
pour avoir la de´rive´e totale.
6.3.7 Calcul de la de´rive´e totale de C2, C3 et C4
Pour le calcul de la de´rive´e totale de C2(t, xk, yk), on proce`de comme suit :
∂C2(t, xk, yk)
∂t
=
n∑
k=1
∂Vk(t, xk, yk)
∂t
Vk(t, xk, yk)
= −
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk) +
n∑
k=1
n∑
j=1
aβkS
∗
k(t, xk, yk)Wj(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
n∑
j=1
βk
[
aI∗j (t, xk, yk) + b∆
2I∗j (t, xk, yk)
]
Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
Ce qui implique que :
dC2(t, xk, yk) = −(1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk)
+ (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)
n∑
k=1
n∑
j=1
aβkS
∗
kVk(t, xk, yk)Wj(t, xk, yk) (29)
+ (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)
n∑
k=1
n∑
j=1
βk
[
aI∗j (t, xk, yk) + b∇
2I∗j (t, xk, yk)
]
Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
De manie`re similaire, on obtient :
dC3(t, xk, yk) = (1+
1
x˙k
+
1
y˙k
)
[
−
n∑
k=1
(dk + ǫk + γk)W
2
k (t, xk, yk) +
n∑
k=1
ηkVk(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk)
]
(30)
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dC4(t, xk, yk) = (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)[−
n∑
k=1
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk) (31)
+
n∑
k=1
θkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) +
n∑
k=1
γkWk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk)]
6.3.8 Calcul de la de´rive´e totale de la fonction de Lyapunov
A l’aide des e´galite´s (28), (29), (30) et (31), il vient que :
dC(t, x, y) = (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)[−
n∑
k=1
(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk)− 2
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k
−
n∑
k=1
(dk + ǫk + γk)W
2
k (t, xk, yk)−
n∑
k=1
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk)
−
n∑
k=1
{
2dk + θk + ηk − βk
n∑
k=1
(aI∗j (t, xk, yk)
+ b∇2I∗j (t, xk, yk))
}
Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
θkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) +
n∑
k=1
ωkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
{ηkWk(t, xk, yk) +
n∑
j=1
aβkS
∗
k(t, xk, yk)Wj(t, xk, yk)}Vk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
ωkZk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk) +
n∑
k=1
γkWk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk)]
Quelques hypothe`ses et ine´galite´s utiles
On fait l’hypothe`se que la majorite´ des contaminations se fait par les plus
proches voisins, ce qui nous ame`ne a` dire qu’on peut borner le terme :
aβkS
∗
k(t, xk, yk)
n∑
j=1
Wj(t, xk, yk)
par
3
2
aβkS
∗
k(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk)
De plus, on suppose que :
2dk + θk + ηk ≥
n∑
k=1
βk(aI
∗
j (t, xk, yk) + b∇
2I∗j (t, xk, yk))
Ce qui fait que :
n∑
k=1
(2dk + θk + ηk)Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk) ≥
n∑
k=1
βk×
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n∑
j=1
(aI∗j (t, xk, yk) + b∇
2I∗j (t, xk, yk))Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
La de´rive´e totale devient alors :
dC(t, x, y) ≤ (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)[−
n∑
k=1
(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk)− 2
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k
−
n∑
k=1
(dk + ǫk + γk)W
2
k (t, xk, yk)−
n∑
k=1
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk)
−
n∑
k=1
(2dk + θk + ηk)Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk) (32)
+
n∑
k=1
θkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) +
n∑
k=1
ωkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
(
ηk +
3a
2
βkS
∗
k(t, xk, yk)
)
Vk(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
ωkZk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk) +
n∑
k=1
γkWk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk)]
Nous avons les ine´galite´s suivantes :
ωkVk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk) +
ω2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + ηk
γkWk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
(dk + ǫk + γk)Wk(t, xk, yk) +
γ2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + ǫk + γk
ηkVk(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk) ≤
1
4
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk) +
η2kW
2
k (t, xk, yk)
dk + ηk
θkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk) +
θ2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + θk
ωkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk) +
w2kU
2
k (t, xk, yk)
dk + ωk
βkVk(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk) ≤
1
4
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk) +
β2kW
2
k
dk + ηk
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Ce qui implique que les sommes suivantes ve´rifient les ine´galite´s :
n∑
k=1
ωkVk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk)
+
n∑
k=1
ω2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + ηk
n∑
k=1
γkWk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
n∑
k=1
(dk + ǫk + γk)W
2
k (t, xk, yk)
+
n∑
k=1
γ2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + ǫk + γk
n∑
k=1
ηkVk(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk) ≤
1
4
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk)
+
n∑
k=1
η2kW
2
k (t, xk, yk)
dk + ηk
n∑
k=1
θkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
n∑
k=1
(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk)
+
n∑
k=1
θ2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + θk
n∑
k=1
ωkUk(t, xk, yk)Zk(t, xk, yk) ≤
1
4
n∑
k=1
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk)
+
n∑
k=1
w2kU
2
k (t, xk, yk)
dk + ωk
3a
2
n∑
k=1
βkS
∗
k(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)Wk(t, xk, yk) ≤
3a
8
n∑
k=1
(dk + ηk)S
∗
k(t, xk, yk)V
2
k (t, xk, yk)
+
3a
2
n∑
k=1
β2kS
∗
k(t, xk, yk)W
2
k
dk + ηk
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A l’aide des ine´galite´s ainsi obtenues, l’ine´quation (32) devient alors :
dC(t, x, y) ≤ (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)[−
n∑
k=1
(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk)− 2
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk)
−
n∑
k=1
(dk + ǫk + γk)W
2
k (t, xk, yk)−
n∑
k=1
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk)
−
n∑
k=1
(2dk + θk + ηk)Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)
+
1
4
n∑
k=1
(dk + θk)U
2
k (t, xk, yk) +
n∑
k=1
θ2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + θk
+
1
4
n∑
k=1
(dk + ωk)Z
2
k(t, xk, yk) +
n∑
k=1
w2kU
2
k (t, xk, yk)
dk + ωk
+
1
4
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk) +
n∑
k=1
η2kW
2
k (t, xk, yk)
dk + ηk
+
3a
8
n∑
k=1
(dk + ηk)S
∗
k(t, xk, yk)V
2
k (t, xk, yk) +
3a
2
n∑
k=1
β2kS
∗
k(t, xk, yk)W
2
k (t, xk, yk)
dk + ηk
+
1
4
n∑
k=1
(dk + ηk)V
2
k (t, xk, yk) +
n∑
k=1
ω2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + ηk
+
1
4
n∑
k=1
(dk + ǫk + γk)W
2
k (t, xk, yk) +
n∑
k=1
γ2kZ
2
k(t, xk, yk)
dk + ǫk + γk
]
Ce qui donne, apre`s factorisation,
dC(t, x, y) ≤ (1 +
1
x˙k
+
1
y˙k
)[−
n∑
k=1
{
3
4
(dk + θk)−
w2k
dk + ωk
}
U2k (t, xk, yk)
−
n∑
k=1
(
3
2
−
3aS∗k(t, xk, yk)
8
)
(dk + ηk)V
2
k
−
n∑
k=1
{
3
4
(dk + ǫk + γk)−
η2k
dk + ηk
−
3a
2
β2kS
∗
k(t, xk, yk)
dk + ηk
}
W 2k (t, xk, yk)
−
n∑
k=1
{
3
4
(dk + ωk)−
ω2k
dk + ηk
−
θ2k
dk + θk
−
γ2k
dk + ǫk + γk
}
Z2k(t, xk, yk)
−
n∑
k=1
(2dk + θk + ηk)Uk(t, xk, yk)Vk(t, xk, yk)]
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Le syste`me (8) est stable, si :
3
4
(dk + θk) ≥
w2k
dk + ωk
(33)
4 ≥ aS∗k(t, xk, yk) (34)
3
4
(dk + ǫk + γk) ≥
η2k
dk + ηk
+
3a
2
β2kS
∗
k(t, xk, yk)
dk + ηk
(35)
3
4
(dk + ωk) ≥
ω2k
dk + ηk
+
θ2k
dk + θk
+
γ2k
dk + ǫk + γk
(36)
Si les ine´galite´s des ine´quations (33) a` (36) sont strictes, alors on a une stabilite´
asymptotique.
6.4 Conclusion
L’e´tude de l’e´volution de syste`mes dynamiques a toujours e´te´ d’un grand inte´reˆt
pour l’e´pide´miologie. Elle permet de savoir dans quelles conditions, une e´pide´mie
peut, soit persister, soit s’e´teindre. Aron (1998) a montre´ que les tentatives de
controˆle de la malaria, par re´duction du taux de transmission ou par augmentation
du taux de gue´rison peuvent produire une augmentation de la pre´valence, dans
un mode`le compartimental a` e´tats e´pide´miologiques discrets, en comparant deux
mode`les e´pide´miologiques de la malaria.
Dans cette partie, nous avons pu de´terminer le comportement asymptotique d’un
mode`le e´pide´miologique multigroupes, en utilisant des the´ore`mes bien connus, tels
que celui de Lyapunov.
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Chapitre 7
Conclusions et Perspectives
7.1 Conclusion
Au chapitre 3, nous avons travaille´ sur la stabilite´ du mode`le de transmission
du paludisme a` la fois chez l’hoˆte (SEIR) et chez le vecteur (SI). Dans ce mode`le,
on a incorpore´ l’indice de diffe´rence normalise´e de ve´ge´tation (NDVI, tire´ de l’an-
glais Normalized Difference Vegetation Index). Il vient que le taux de reproduction
de base trouve´ est fonction de cet indice, ainsi que les deux points d’e´quilibre
trouve´s. Notons e´galement que les conditions d’e´quilibre sont fonctions de cette
caracte´ristique que l’on devrait souvent utiliser, afin de pouvoir prendre en compte
l’environnement e´tudie´, en terme de prolife´ration ou pas des parasites. Rappelons
que Gaudart et al. (2009) ont d’ailleurs de´ja` de´montre´ qu’il existe une relation entre
l’incidence des infections et le NDVI.
L’ajout de retards, ainsi que d’un compartiment supple´mentaire dans le mode`le
pre´ce´dent, nous a permis de coller plus au sche´ma de transmission du paludisme
pre´sente´ dans la Figure 2.4 que nous avons pu voir au chapitre 2. Nous avons, graˆce
au crite`re de Routh-Hurwitz, obtenu des conditions de stabilite´, en fonction des
deux retards. Cela prouve l’importance de cette notion, qui est aussi biologique
dans la mode´lisation, car elle permet de prendre en compte des phe´nome`nes biolo-
giques comme l’incubation.
Dans ce mode`le, on a e´galement conserve´ l’indice de diffe´rence de ve´ge´tation nor-
malise´e, et la` e´galement, ce taux intervient dans le taux de reproduction de base,
ainsi que dans l’unique point d’e´quilibre ende´mique que nous avons obtenu.
Une autre forme de l’aspect spatial, est la subdivision du domaine d’e´tude en suppo-
sant ou non, qu’il existe une interaction entre les personnes qui habitent les diffe´rents
sous-domaines. C’est pourquoi, dans le chapitre 5, nous avons e´tudie´ ce genre de
mode`le, en incorporant un bruit additif au point d’e´quilibre ende´mique, afin de voir
si, en perturbant le syste`me, nous pouvions retrouver l’e´quilibre ende´mique. Ceci a
e´te´ effectue´ en proce´dant a` une subdivision de la re´gion d’e´tude de manie`re tout a`
fait ale´atoire et ge´ne´rale, c’est-a`-dire pour un n quelconque. Nous avons e´galement
suppose´ qu’il y a une interaction entre les populations qui vivent dans les diffe´rents
sous-domaines. Cela nous a conduit a` de´finir notre R0 par rapport a` la matrice
des transmissions, ce qui fait que la dynamique de notre syste`me est comple`tement
de´termine´e par cette quantite´. L’e´tude de la stabilite´ de notre syste`me s’est faite
par rapport au point d’e´quilibre ende´mique, a` la fois dans le mode`le de´terministe et
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dans le mode`le stochastique, et des conditions menant a` la stabilite´, par construc-
tion d’une fonction de Lyapunov ade´quate, ont e´te´ trouve´es.
Nous avons ensuite aborde´ le the`me de la spatialisation d’une re´gion d’e´tude, en
plus de l’aspect temporel qui est tre`s souvent pris en compte. Nous avons choisi de
travailler dans R2+, comme domaine spatial. Nous avons ensuite de´termine´ quelles
e´taient les conditions qui nous permettaient d’avoir la stabilite´ simple, et celles
qui nous permettaient d’obtenir la stabilite´ asymptotique, par la me´thode de Lya-
punov. Les calculs ont e´te´ simplifie´s, car nous avons remarque´ une syme´trie, lors
de la de´termination de toutes les de´rive´es en coordonne´es, apre`s avoir re´adapte´ la
fonction de Lyapunov utilise´e dans le chapitre pre´ce´dent, au cas actuel.
Ce travail a donc permis de mettre en avant certains facteurs spatiaux dans la
mode´lisation, tels que le retard ou la spatialisation. De plus a` l’aide de quelques
the´ore`mes bien connus, nous avons pu de´terminer, a` chaque fois, quelles sont les
conditions qui nous permettaient d’obtenir, si ce n’est la stabilite´ asymptotique, au
moins la stabilite´ simple.
7.2 Perspectives
Epide´mies successives
Nous avons parfois deux e´pide´mies d’une meˆme maladie qui se suivent, apre`s
une pe´riode d’accalmie. Ce phe´nome`ne est souvent observe´ dans les simulations et
dans la vie re´elle, et est connu comme e´tant un phe´nome`ne de pe´riodicite´. Gao et al.
(1995) ont par exemple e´tudie´ la pe´riodicite´ de quatre sortes de mode`le SEI, certains
avec une incidence d’action de masse, et d’autres non. Ces auteurs ont trouve´ les
conditions qui favorisent la survenue de solutions pe´riodiques. Dans le meˆme cadre,
Busenberg et van den Driessche (1993) ont e´tabli un crite`re ge´ne´ral pour montrer la
non-existence de solutions pe´riodique, ni de polygones ferme´s solutions d’e´quations
diffe´rentielles. Plusieurs crite`res de ce genre sont obtenus dans des cas spe´cifiques.
Une extension est obtenue pour les e´quations diffe´rentielles fonctionnelles, et plu-
sieurs applications sont donne´es dans des cas particuliers, y compris dans le cas des
syste`mes homoge`nes et dans le cas d’e´quations de dynamique des populations. De
cela, il ressort qu’il serait bien de pouvoir, pour les mode`les pre´sente´s dans cette
the`se, regarder si on peut obtenir des solutions pe´riodiques, de de´terminer ainsi les
conditions favorisant leur apparition, et, de plus, essayer de savoir quels sont les
parame`tres de ces mode`les, qui influent sur l’e´mergence de tels phe´nome`nes.
Recherche et e´tude des points-cols
L’e´tude des points cols, ainsi que la de´termination des conditions qui suscitent
leur apparition, est de plus en plus mise en œuvre, car ce sont des phe´nome`nes
qui sont souvent observe´s lors de simulations nume´riques. Rappelons toutefois, ce
qu’est un point col.
De´finition 7.2.1. Soient U et V , deux sous-ensembles de R et f : U × V → R
une fonction. On dit que (a, b) ∈ U × V est un point-selle ou un point-col de f sur
U × V si :
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 Figure 7.1 – Exemple de point-col
· (a, b) est un point critique pour f , c’est-a`-dire, un point en lequel f ′ s’annule.
· ∀ (u, v) ∈ U × V f(a, v) ≤ f(a, b) ≤ f(u, b)
f(a, b) est appele´ la valeur selle de f .
C’est un point en lequel v → f(a, v) atteint un maximum en b sur V , et u →
f(u, b) atteint un minimum en a sur U .
Comme on peut le voir sur la Figure 7.1 1, le point col se situe dans le creux de deux
courbures. C’est un point instable, dont l’e´tude mathe´matique et l’interpre´tation
e´pide´miologique seraient tre`s inte´ressantes.
Validation de mode`le
Cette e´tape, que nous n’avons pas traite´e dans ce travail, consiste a` confronter
les mode`les the´oriques et les connaissances recueillies sur le processus de conta-
mination, a` la re´alite´ des donne´es e´pide´miologiques de la maladie. Nous savons
de´ja` qu’il faut, de`s le de´part, faire une se´lection de mode`les, car toutes les ma-
ladies n’obe´issent pas aux meˆmes processus d’infection. Ensuite, il faut faire une
comparaison entre les donne´es de terrain et les re´sultats the´oriques. Un tel travail
permettra de confronter nos choix de mode`les.
Taux de contagion, Vire´mie et Infectiosite´
Dans nos mode`les (cf. les chapitres pre´ce´dents), nous avons travaille´ avec un
taux de contagion, qui est diffe´rent de la capacite´ de charge d’un individu ou en-
core de l’infectiosite´ effective d’un malade. La capacite´ de charge ou vire´mie, est
la quantite´ de virus qu’un malade a dans son sang. Cette quantite´ va intervenir
dans l’infectiosite´ du malade, c’est-a`-dire, la probabilite´ qu’a un individu infectieux
de contaminer un individu susceptible. Cette dernie`re donne va donc e´galement
de´pendre du taux de contact entre les deux individus. Par suite, si nous arrivons
a` de´montrer une relation entre ces trois quantite´s, ce serait un progre`s vers une
mode´lisation plus explicite. En effet, la mode´lisation prendrait alors en compte des
parame`me`tres permettant de faire une pre´vision de qualite´, plus proche de la re´alite´.
1. Cette image est tire´e du site http ://francais.laure-jehlen.org/30.html
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Taux de contagion temporel
Dans son travail de recherche Cori (2010), a de´termine´ diffe´rentes sortes d’infec-
tiosite´ (effictive, the´orique et efficace), la premie`re e´tant celle mesure´e sur le terrain,
graˆce aux donne´es dont elle a dispose´ lors de sa the`se. Ce travail a permis de mettre
en lumie`re, notamment le fait qu’il fallait un temps de contact plus ou moins grand,
pour entraˆıner une contamination. Cependant, tout individu ayant ses spe´cificite´s, il
serait inte´ressant de faire varier le taux de contact, en le faisant de´pendre du temps.
Dans cet ordre d’ide´es, Chowell et al. (2006) ont e´tudie´ un mode`le de dispersion
e´pide´mique de la fie`vre aphteuse survenue en Uruguay en 2001 chez les bovins, en
se basant sur l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ des susceptibles dans l’espace. Les fac-
teurs spatiaux, tels que la distance entre fermes et la couverture des campagnes de
vaccination, absents des mode`les non-spatiaux, ont e´te´ conside´re´s. Hormis les com-
partiments classiques d’un mode`le SEIR, on compte e´galement ceux des Vaccine´s
et ceux des Prote´ge´s. La re´gion d’e´tude e´tant subdivise´e en comte´s, le parame`tre
βij mesure l’impact du comte´ i sur le comte´ j et est de la forme β(t) exp(−qdij) ou`
dij est la distance entre les centres des deux fermes i et j, et q est l’e´tendue de la
maladie.
Ce serait sans doute tre`s contraignant au niveau des calculs, mais une comparaison
pourrait par la suite eˆtre effectue´e entre ce type de mode`le et des mode`les plus
simples.
Maladies infectieuses : la survenue de l’une entraˆıne t-elle la sur-
venue de l’autre ?
Les trois grandes e´pide´mies de notre e´poque ne sont autres que le paludisme,
la grippe et le VIH-SIDA.
Si on en sait davantage sur la manie`re d’eˆtre infecte´ par le paludisme, suite a`
la piquˆre de l’anophe`le femelle, les diffe´rentes e´tapes de la transmission de cette
maladie, ainsi que sur les facteurs ge´ographiques influants sur la survenue de cette
dernie`re, on en sait e´galement beaucoup sur l’acquisition du VIH-SIDA, qui est une
maladie sexuellement transmissible, ainsi que sur la transmission de la grippe. On
peut se demander alors, si un individu, ayant contracte´ le paludisme ou la grippe,
a ensuite plus de chance de contracte´ le VIH-SIDA. Cette question fait suite a`
l’observation des dynamiques spatio-temporelles de ces diffe´rentes e´pie´mies.
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